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Resumo
O aprisionamento radiativo incoerente de radiac¸a˜o ressonante em vapores ato´-
micos e´ estudado fazendo uso de uma abordagem estoca´stica, que corresponde, es-
sencialmente, a um modelo conhecido como representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla. O
feno´meno e´ simulado computacionalmente, em meios ato´micos, para um modelo de
dois n´ıveis e em condic¸o˜es de resposta linear do sistema. Sa˜o considerados os de-
talhes geome´tricos das ce´lulas (formas e dimenso˜es) e e´ dada particular eˆnfase aos
efeitos de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias.
Sa˜o calculados os paraˆmetros da teoria utilizando grandezas adimensionais, no-
meadamente opacidades e frequeˆncias normalizadas, de modo a permitir uma maior
generalidade e aplicabilidade dos resultados obtidos. Sa˜o apresentados resultados de
tempos de vida me´dios de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o na amostra, rendimento global de
reemissa˜o para o exterior da ce´lula, distribuic¸o˜es espectrais da radiac¸a˜o detectada,
distribuic¸o˜es espaciais das espe´cies excitadas e decaimentos de intensidade para geo-
metrias uni e tridimensionais. Dentro das u´ltimas, foram feitos estudos para ce´lulas
paralelepipe´dicas e cil´ındricas. E´ feita uma comparac¸a˜o dos resultados obtidos com
resultados experimentais existentes na literatura para o modo fundamental, para as
linhas ressonantes do mercu´rio de 185 nm, em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias, e de 254 nm, em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias.
A concordaˆncia verificada e´ boa, sendo que as diferenc¸as relativas sa˜o de cerca de
5% para o caso de redistribuic¸a˜o completa e variam de 0,4% em ce´lulas sem a´rgon a
cerca de 30% na presenc¸a de a´rgon, para o caso de redistribuic¸a˜o parcial. Conclui-se
que, para a linha de 254 nm, as condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa sa˜o va´lidas.
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Pelo contra´rio, os resultados para a linha de 185 nm, mostram que os efeitos de
redistribuic¸a˜o parcial teˆm de ser tomados em considerac¸a˜o. E´ ainda apresentado
um caso de estudo unidimensional que permite discutir de forma extensa as van-
tagens relativas dos algoritmos de Monte-Carlo e de cadeias de Markov, duas das
alternativas para a quantificac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo estoca´stico.
O aprisionamento da radiac¸a˜o ressonante em vapores ato´micos e´ tratado como
um caso de difusa˜o ano´mala, em particular de superdifusa˜o, caracterizado por um es-
praiamento da excitac¸a˜o mais ra´pido que o previsto pela difusa˜o Browniana padra˜o,
em resultado de uma distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos com momentos infinitos,
conhecida como voo de Le´vy. Define-se uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidade
de linha, em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial, e discute-se a relac¸a˜o entre esta
distribuic¸a˜o, os mecanismos de redistribuic¸a˜o de frequeˆncias entre absorc¸a˜o e pos-
terior reemissa˜o (alargamento de Doppler puro, alargamento de Doppler e natural e
alargamento combinado de Doppler, natural e colisional) e as func¸o˜es de distribuic¸a˜o
de tamanho de saltos. Conclui-se que a redistribuic¸a˜o parcial no referencial do la-
borato´rio rete´m um cara´cter da redistribuic¸a˜o considerada no referencial do a´tomo
em repouso para opacidades elevadas e que, em consequeˆncia, ha´ uma quebra do
cara´cter de superdifusa˜o no caso de alargamento combinado natural e de Doppler,
algo ainda na˜o identificado de forma clara na literatura.
Abstract
The trapping of incoherent resonance radiation in atomic vapors is studied, using
a stochastic approach corresponding essentially to a model known as multiple scat-
tering representation. The phenomenon is computationally simulated in atomic
media for a two-level model and under conditions of linear response of the system.
Its geometric details, such as shapes and dimensions, and the partial frequency re-
distribution effects are given special emphasis.
The parameters are calculated using dimensionless quantities, namely opacities
and normalized frequencies, to allow greater generality and applicability of the ob-
tained results. Results for the mean lifetime of the retention of excitation inside the
sample, global emission yield for the exterior of the cells, spectral distribution of the
detected radiation, spatial distributions of the excited species and intensity decays
are presented, for uni and tridimensional geometries. For the tridimensional cells,
studies for paralelepipedic and cylindrical cases were made. A comparison between
the obtained results and the experimental results from the literature for the fun-
damental mode is made, for the resonance lines of mercury, namely the 185 nm,
under conditions of partial frequency redistribution, as well as the 254 nm, under
conditions of complete frequency redistribution. The observed agreement is good,
the relative differences being about 5% for the case of complete redistribution and
from 0.4% to 30%, for cells without and with argon, respectively, for the case of
partial redistribution. One can conclude that, for the 254 nm line, complete redis-
tribution is valid. By the contrary, the results for the 185 nm line show that the
effects of partial redistribution must be taken into account. A unidimensional study
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case is also presented, which allows a thorough discussion on the relative advantages
of the Monte-Carlo and the Markov chains algorithms, two of the alternatives to the
computational estimation of the stochastic model parameters.
The trapping of resonance radiation in atomic vapors is treated as a case of ano-
malous diffusion, namely a case of superdiffusion, characterized by a faster spreading
of the excitation than the standard Brownian diffusion would predict, as a result of
a jump size distribution with infinite momenta, known as Le´vy flight. A line opacity
distribution function is defined, for conditions of partial redistribution and its rela-
tion with the frequency redistribution mechanisms between absorption and posterior
reemission (pure Doppler broadening, Doppler and natural broadening and combi-
ned Doppler, natural and collisional broadening) and the jump size distribution
functions is discussed. One comes to the conclusion that the partial redistribution
in the laboratory’s frame holds the same character of the redistribution considered
at the atom’s rest frame for high opacities and that, consequently, the superdiffusive
character for the case of combined natural and Doppler broadening does not hold.
This is something not yet clearly identified in the literature.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O aprisionamento radiativo, quer em vapores ato´micos, quer em meios molecu-
lares ou ainda em plasmas e´ um tema largamente estudado. Assim, ao iniciar este
trabalho e´ pertinente justificar a escolha deste tema como seu mote. Por este motivo,
primeiramente e´ feito o posicionamento do problema particular na ampla gama de to´-
picos relativos ao aprisionamento radiativo estudados e explicitada a motivac¸a˜o que
provoca o surgimento deste trabalho. De seguida, sa˜o evidenciados campos de inte-
resse do feno´meno do aprisionamento radiativo, na˜o so´ a n´ıvel teo´rico mas tambe´m,
principalmente, das suas aplicac¸o˜es pra´ticas. Assim, sa˜o apresentadas motivac¸o˜es
para o estudo realizado, posicionando-o relativamente aos seus objectivos.
De seguida, faz-se uma revisa˜o histo´rica da evoluc¸a˜o do trabalho relevante rela-
cionado mais ou menos directamente com o estudo do aprisionamento de radiac¸a˜o
ressonante em vapores ato´micos e clarifica-se o contexto cient´ıfico e histo´rico em que
certos desenvolvimentos foram levados a cabo.
Apo´s a contextualizac¸a˜o histo´rica e´ feita uma descric¸a˜o sinte´tica das descric¸o˜es
teo´ricas mais importantes do feno´meno de aprisionamento radiativo em vapores ato´-
micos, nomeadamente a equac¸a˜o integro-diferencial de Holstein-Biberman e a teoria
da difusa˜o mu´ltipla.
Por fim, o transporte de energia correspondente a situac¸o˜es de aprisionamento
radiativo e´ relacionado com a difusa˜o, conceito normalmente associado a part´ıculas
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materiais, e e´ introduzida a discussa˜o sobre a classificac¸a˜o desse movimento como
um caso de difusa˜o ano´mala, nomeadamente de superdifusa˜o.
1.1 Motivac¸a˜o e posicionamento do problema
A radiac¸a˜o e o seu aprisionamento sa˜o temas recorrentes, numa vasta gama de
situac¸o˜es. Por todo o Universo ha´ radiac¸a˜o em movimento. A luz das estrelas
viaja pelo Universo ate´ atingir a Terra. Por exemplo, a radiac¸a˜o demora cerca de
oito minutos a percorrer a distaˆncia me´dia do Sol a` Terra (cerca de 150 milho˜es
de quilo´metros). Em u´ltima instaˆncia, e´ a energia radiativa que assegura a vida na
Terra, devido aos incessantes processos de fotoss´ıntese vegetal. Assim, o transporte
de radiac¸a˜o e´ um tema de importaˆncia vital e que tem sido alvo de muitos estudos.
O aprisionamento radiativo e´ muito importante em a´reas ta˜o diversas como as
atmosferas estelares [Mihalas 1978], a luminesceˆncia de plasmas e vapores ato´micos
[Molisch e Oehry 1998, Proud e Luessen 1986], a luminesceˆncia molecular [Berberan-
Santos et al 1999, Pereira 2000], a o´ptica da atmosfera e dos oceanos terrestres
[Thomas e Stamnes 1999], a transfereˆncia de radiac¸a˜o na regia˜o do infravermelho,
usualmente em aplicac¸o˜es de engenharia [Modest 1993, Siegel e Howell 1992] e a´to-
mos frios [Bardou et al 2002].
No que se refere a` a´rea de luminesceˆncia de plasmas e vapores ato´micos ha´ va´-
rias situac¸o˜es concretas em que o aprisionamento radiativo tem bastante relevo.
Uma delas prende-se com o recente desenvolvimento dos chamados televisores de
plasma, os paine´is de ecra˜ de plasma (no termo anglo-saxo´nico plasma display pa-
nels, PDP), onde o aprisionamento radiativo e´ muito importante no plasma que se
encontra no interior do ecra˜ (usualmente misturas de vapores de xe´non e ne´on)
[Rauf e Kushner 1999a, Rauf e Kushner 1999b, van der Straaten e Kushner 2000].
Esta aplicac¸a˜o tem vindo a crescer em termos de importaˆncia econo´mica nos u´l-
timos anos, mas o desenvolvimento tecnolo´gico e´ ainda insuficiente, uma vez que
a qualidade de imagem e a luminosidade que se obteˆm para paine´is de grandes
dimenso˜es esta˜o ainda longe do ideal.
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Outro feno´meno de luminesceˆncia em vapores ato´micos onde o aprisionamento
radiativo interpreta um papel importante e´ no funcionamento das laˆmpadas fluores-
centes comerciais, uma das fontes de iluminac¸a˜o artificial mais utilizada no mundo
(estimativas apontam para cerca de 80% de toda a iluminac¸a˜o mundial ser baseada
em laˆmpadas fluorescentes [Abeywickrama 1997]). Existem estudos que indicam que
um aumento na eficieˆncia de conversa˜o da energia ele´ctrica fornecida a` laˆmpada em
energia luminosa de apenas 1%, se traduziria numa poupanc¸a de 1 × 109 kWh por
ano, a n´ıvel mundial. Assim, um estudo detalhado de todos os processos que ocorrem
nas laˆmpadas fluorescentes e que contribuem para a sua maior ou menor eficieˆncia
e´ muito importante, quer do ponto de visto econo´mico, quer do da poupanc¸a de
recursos energe´ticos escassos, quer ainda do da simples vontade humana em ir ale´m
da fronteira do conhecimento ja´ estabelecido.
O objectivo deste trabalho centra-se na descric¸a˜o estoca´stica do aprisionamento
radiativo ressonante em vapores ato´micos recorrendo a` representac¸a˜o de difusa˜o
mu´ltipla (cujo acro´nimo derivado da l´ıngua inglesa e´ MSR – Multiple Scattering Re-
presentation) e considerando a existeˆncia de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias.
Deste modo, pretende-se provar a importaˆncia da considerac¸a˜o de redistribuic¸a˜o
parcial em frequeˆncias no feno´meno de aprisionamento radiativo mediante determi-
nadas condic¸o˜es f´ısicas e a aplicabilidade da Teoria Estoca´stica da transfereˆncia de
radiac¸a˜o, ao caso em que esta e´ radiac¸a˜o ressonante de um vapor ato´mico. Este
trabalho insere-se numa tendeˆncia de diminuic¸a˜o do grau de aproximac¸o˜es anal´ıti-
cas efectuadas, face a um aumento do esforc¸o computacional investido na obtenc¸a˜o
de um modelo simulacional que melhor interprete, explique e preveja o feno´meno
do aprisionamento radiativo em vapores ato´micos, em particular sob condic¸o˜es de
redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias.
1.2 Descric¸a˜o do feno´meno de aprisionamento
Desde o in´ıcio do se´culo XX que se conhece suficientemente o a´tomo para com-
preender o transporte radiativo de energia entre um doador e um aceitante. Quando
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um a´tomo recebe energia apropriada para provocar a sua excitac¸a˜o, dois processos
principais de desactivac¸a˜o podem ocorrer: o a´tomo pode libertar um fota˜o, decaindo
assim para um estado energe´tico mais baixo ou pode decair por processos na˜o radia-
tivos. No caso do decaimento radiativo ocorrer para o estado fundamental, a energia
libertada chama-se ressonante. O processo principal de extinc¸a˜o na˜o radiativa, para
meios ato´micos, e´ a extinc¸a˜o colisional, quer com outros a´tomos, quer com as paredes
do recipiente onde a espe´cie ato´mica esta´ colocada.
No que respeita a este trabalho, o processo de desactivac¸a˜o sobre o qual e´ ne-
cessa´rio focar a atenc¸a˜o e´ o decaimento radiativo dos a´tomos excitados. Os foto˜es
assim libertados ficam livres no meio onde se inserem e podem escapar da ce´lula.
Mas no seu percurso, podem tambe´m encontrar outros a´tomos que os podem absor-
ver, levando assim a` excitac¸a˜o dos mesmos que, mais tarde podem decair novamente
com libertac¸a˜o de um fota˜o. A energia radiativa na ce´lula pode sofrer um nu´mero
indeterminado de reabsorc¸o˜es e reemisso˜es antes de escapar da ce´lula. A energia diz-
se, assim, aprisionada no meio. Este feno´meno, objecto de estudo deste trabalho, e´
mencionado por va´rios nomes, tais como aprisionamento radiativo, aprisionamento
da radiac¸a˜o ressonante, transfereˆncia radiativa de linhas espectrais, transfereˆncia
de linha ou difusa˜o da radiac¸a˜o. Nos meios moleculares, onde ocorre tambe´m fre-
quentemente, a terminologia para este feno´meno e´ ligeiramente diferente: transporte
radiativo, migrac¸a˜o radiativa, reabsorc¸a˜o ou auto-absorc¸a˜o.
Figura 1.1 : Esquema representativo do aprisionamento radiativo.
A eˆnfase deste estudo e´ no aprisionamento radiativo em vapores ato´micos, onde
a espe´cie qu´ımica doadora e aceitante de foto˜es e´ a mesma. Se na˜o existisse apri-
sionamento, o decaimento da radiac¸a˜o era simplesmente uma lei monoexponencial
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com o coeficiente de Einstein para a emissa˜o espontaˆnea como taxa de decaimento –
exp(−Asit), onde os ı´ndices s e i se referem ao n´ıvel superior e inferior da transic¸a˜o
electro´nica.
Na situac¸a˜o em que o aprisionamento esta´ presente, a taxa de decaimento sera´
menor que o coeficiente Asi de Einstein, uma vez que os foto˜es permanecem mais
tempo no interior da ce´lula. Um modo intuitivo e aproximado de quantificar o tempo
que um fota˜o permanece aprisionado na ce´lula e´ definir um factor de escape, g, como
o inverso do nu´mero me´dio de eventos de reabsorc¸o˜es e reemisso˜es que o fota˜o sofre
antes de abandonar a ce´lula [Holstein 1951, Molisch e Oehry 1998]. Assim, a lei
do decaimento sera´ agora dada por exp(−gAsit), o que mostra que a libertac¸a˜o da
radiac¸a˜o para o exterior e´ cerca de 1/g vezes mais lenta do que comparado com o
caso de na˜o haver reabsorc¸a˜o.
O aprisionamento radiativo e´ muito mais significativo em vapores ato´micos do
que em meios moleculares em fase condensada, sendo o factor de escape bastante
inferior em vapores ato´micos. Nestes, a desactivac¸a˜o radiativa tem um peso bastante
elevado, sendo o feno´meno absolutamente dominante. Em meios moleculares em fase
condensada, o rendimento intr´ınseco de emissa˜o radiativa e´ bastante reduzido. Ale´m
desta diferenc¸a, o integral de sobreposic¸a˜o dos espectros de absorc¸a˜o e reemissa˜o,
em vapores ato´micos e´ muit´ıssimo superior ao verificado em meios moleculares em
fase condensada. Em condic¸o˜es laboratoriais t´ıpicas, o aprisionamento radiativo em
meios ato´micos pode implicar um nu´mero me´dio de eventos de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o
na ordem dos milhares (ver, e.g., os trabalhos de [van de Weijer e Cremers 1985,
Post et al 1986, Menningen e Lawler 2000], entre outros), enquanto que nos meios
moleculares, em condic¸o˜es equivalentes, pode apenas atingir cerca de uma dezena
(ver por exemplo, [Pereira 2000, Barbosa 2005]).
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1.3 Revisa˜o histo´rica da evoluc¸a˜o do estudo do
feno´meno
O estudo da radiac¸a˜o ressonante ato´mica comec¸ou no in´ıcio do se´culo XIX, com as
primeiras observac¸o˜es das linhas espectrais. Em 1802, William Wollaston observou,
pela primeira vez, as linhas escuras do espectro solar, mas o trabalho marcante foi
desenvolvido por Joseph Fraunhofer que, em 1814, tinha ja´ identificado 450 destas
linhas, tendo esse nu´mero crescido ate´ a`s 570 durante o seu trabalho neste assunto.
Foi o in´ıcio da Espectroscopia. O passo seguinte foi identificar que a cada risca negra
correspondia uma risca brilhante no espectro de alguma substaˆncia. A primeira
correspondeˆncia foi estabelecida com a linha amarela do so´dio, presente no espectro
solar, na mesma posic¸a˜o, como uma linha escura. Robert Bunsen e Gustav Kirchhoff
usaram prismas para analisar a luz libertada pela chama de algumas substaˆncias e,
em 1860, publicaram o livro Chemische Analyse durch Spectralbeobachten (Ana´lise
Qu´ımica por Observac¸o˜es Espectrais) [Bunsen e Kirchhoff 1860], onde afirmavam
que cada substaˆncia tinha o seu conjunto particular de linhas brilhantes, o que
permitia a sua identificac¸a˜o.
Robert Wood, em 1904, descobriu que se irradiasse uma amostra de so´dio com luz
da chama da mesma substaˆncia, a amostra iria libertar radiac¸a˜o a` mesma frequeˆncia
que absorveu. Chamou a esta radiac¸a˜o ressonante. Wood prosseguiu os seus estudos
e verificou que se irradiasse uma amostra de mercu´rio com uma radiac¸a˜o t´ıpica
da linha 253,7 nm do mercu´rio numa determinada a´rea de exposic¸a˜o, a amostra
iria libertar radiac¸a˜o num volume superior ao delimitado por essa a´rea. Assim,
introduziu o problema da transfereˆncia da radiac¸a˜o no interior da amostra e mais
tarde ainda observou o feno´meno de auto-inversa˜o da linha. Os seus estudos neste
campo esta˜o condensados nas refereˆncias constantes em [Wood 1912-1934].
Baseado na ana´lise do conjunto das linhas espectrais do hidroge´nio, Niels Bohr
postulou o seu modelo acerca da constituic¸a˜o e funcionamento do a´tomo, em 1915.
No in´ıcio dos anos 20 do se´culo passado, Compton assumiu que a difusa˜o da
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radiac¸a˜o podia ser tratada do mesmo modo que a difusa˜o de part´ıculas e aplicou as
equac¸o˜es de difusa˜o destas a` radiac¸a˜o [Compton 1922, Compton 1923]. Isto originou
alguns resultados estranhos, visto que, pelos seus ca´lculos, a excitac¸a˜o na amostra
decairia mais rapidamente que o tempo de vida intr´ınseco da espe´cie excitada. Este
problema levou Milne, em 1926, a modificar a equac¸a˜o de difusa˜o para ultrapassar
essa dificuldade, mas o autor negligenciou o efeito da forma do perfil de emissa˜o
espectral da substaˆncia em causa [Milne 1926]. O trabalho de Milne foi tambe´m
influenciado pelas experieˆncias de Lucy Hayner [Hayner 1925], que fez os primeiros
estudos quantitativos de transfereˆncia radiativa na linha 253,7 nm do mercu´rio. Ze-
mansky continuou este trabalho e melhorou a montagem experimental de Hayner,
mostrando que o tempo de aprisionamento da radiac¸a˜o podia ser ate´ milhares de
vezes superior ao tempo de vida intr´ınseco e que um aumento no tamanho da ce´-
lula ou no nu´mero de a´tomos levava a uma desactivac¸a˜o mais lenta da excitac¸a˜o na
ce´lula [Zemansky 1927]. Apesar das tendeˆncias de comportamento estarem correc-
tas, havia ainda diferenc¸as quantitativas de va´rias ordens de grandeza por resolver
[Zemansky 1927, Zemansky 1932]. Zemansky avanc¸ou com uma explicac¸a˜o para es-
tas diferenc¸as, dizendo que a distribuic¸a˜o espectral das linhas na˜o podia ser ignorada.
Para colmatar esta dificuldade, assumiu a existeˆncia de um coeficiente de absorc¸a˜o
“equivalente”, mas na˜o o definiu. Duas definic¸o˜es, baseadas em assunc¸o˜es diferentes,
foram avanc¸adas por Samson e Kenty em 1932 [Samson 1932, Kenty 1932]. Relacio-
nado com o facto de os foto˜es de frequeˆncias afastadas do centro de linha existirem
em pequena quantidade, mas darem uma contribuic¸a˜o importante para a difusa˜o
da radiac¸a˜o, Kenty concluiu que, para um meio infinito, o coeficiente de difusa˜o
seria infinito. Assim, Kenty provou que o formalismo da equac¸a˜o de difusa˜o na˜o
era apropriado para tratar o problema do aprisionamento radiativo, um facto cuja
importaˆncia na˜o foi imediatamente reconhecida.
No fim da de´cada de 40 (mais especificamente em 1947), Holstein e Biberman,
separadamente, propuseram uma equac¸a˜o integro-diferencial para descrever o apri-
sionamento da radiac¸a˜o nos meios ato´micos [Holstein 1947, Biberman 1947]. Hols-
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tein, influenciado pelos trabalhos de Hayner e Zemansky, estudou o processo de
relaxamento numa camada infinita, quando a amostra tinha estabilizado e tinha
sido alcanc¸ada uma distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas qualitativamente
inaltera´vel. Mais tarde, foi chamado a este estado o modo fundamental de Hols-
tein. Paralelamente, Biberman surgiu com a mesma equac¸a˜o, apesar da eˆnfase do
seu estudo ser o estado estaciona´rio, pelo que, ao contra´rio de Holstein, usou uma
fonte de excitac¸a˜o cont´ınua. Os resultados obtidos por ambos sa˜o similares. Os
dois autores obtiveram tempos de vida de aprisionamento baseados num modo de
decaimento monoexponencial e definiram um factor me´dio de escape, dependente
da distribuic¸a˜o espectral.
Os anos seguintes ao aparecimento da equac¸a˜o de Holstein-Biberman foram fe´r-
teis em testes experimentais e refinamentos teo´ricos, nomeadamente aproximac¸o˜es
anal´ıticas para a resoluc¸a˜o da equac¸a˜o para diferentes condic¸o˜es. Apo´s mais al-
guns anos, surge a necessidade de inclusa˜o de efeitos adicionais como a estru-
tura isoto´pica e hiperfina das linhas ato´micas [Alpert et al 1949, Walsh 1959], a
possibilidade de a excitac¸a˜o prima´ria ser feita por descarga ele´ctrica [Walsh 1957,
Walsh 1959], a inclusa˜o de alargamento de Doppler e colisional [Walsh 1959], a in-
clusa˜o do alargamento natural [Huennekens e Gallagher 1983] e a considerac¸a˜o de
redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias [Klots e Anderson 1972, Payne e Cook 1970,
Payne et al 1974, Post 1986, Post et al 1986, Parker et al 1993]. Outros desenvolvi-
mentos importantes foram as soluc¸o˜es anal´ıticas ou aproximac¸o˜es usadas na equac¸a˜o
de Holstein-Biberman. Nestas inovac¸o˜es, van Trig (no per´ıodo de 1969 e 1976 –
[van Trig 1969, van Trig 1970, van Trig 1971, van Trig 1976]) teve um papel rele-
vante, apresentando soluc¸o˜es para um variado nu´mero de modos para geometrias
idealizadas de camada infinita e cilindro infinito. No entanto, a utilidade pra´tica
dessas soluc¸o˜es era relativamente reduzida, uma vez que os resultados so´ sa˜o as-
simptoticamente va´lidos para opacidades infinitas. De modo a maximizar a con-
versa˜o de energia numa laˆmpada fluorescente, a teoria de Holstein foi aplicada por
Anderson [Anderson et al 1985] e por Grossman [Grossman et al 1986]. A inclusa˜o
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de modelos ato´micos mais complexos, tais como o de treˆs n´ıveis de energia pro-
posto por Molisch [Molisch e Oehry 1998], assim como a considerac¸a˜o de efeitos na˜o
lineares [Molisch e Oehry 1998, Bezuglov et al 1997] foram outros dos importantes
desenvolvimentos que ocorreram. Outras a´reas que sofreram alguns melhoramentos
foram a combinac¸a˜o da ocorreˆncia simultaˆnea de aprisionamento radiativo e difusa˜o
ato´mica [Alley 1983, Molisch et al 1994a] e a inclusa˜o de efeitos de reflexa˜o nas pa-
redes das ce´lulas, tomados em considerac¸a˜o por Molisch e colaboradores, em 1994,
e por Pereira, em 1995 [Molisch et al 1994b, Pereira et al 1995].
A maioria dos desenvolvimentos anal´ıticos foi feita utilizando geometrias ideali-
zadas: camada e cilindro infinitos e esfera finita. Para o modelo de camada infinita
existem alguns co´digos computacionais de livre acesso dispon´ıveis para qualquer uti-
lizador (ver em [Molisch et al 1993, Molisch et al 1996] e nas refereˆncias existentes
em [Molisch e Oehry 1998]).
Presentemente, os esforc¸os teo´ricos neste contexto esta˜o focalizados para a uti-
lizac¸a˜o cada vez menos frequente de soluc¸o˜es anal´ıticas baseadas em aproximac¸o˜es
e num maior aproveitamento do poder de ca´lculo dos computadores modernos, vi-
sando a obtenc¸a˜o de soluc¸o˜es anal´ıticas cada vez menos aproximadas ou a elaborac¸a˜o
de simulac¸o˜es cada vez mais fie´is a` realidade do feno´meno. E´ neste aˆmbito que o
presente trabalho se direcciona.
Paralelamente ao trabalho desenvolvido no contexto da f´ısica ato´mica, o mesmo
problema foi abordado por astrof´ısicos, desde o in´ıcio do se´culo XX. Neste contexto,
existem algumas particularidades que teˆm de ser tomadas em considerac¸a˜o. Por
exemplo, o tempo que a radiac¸a˜o demora a deslocar-se entre a espe´cie emissora e a
absorvente de foto˜es e´ substancialmente superior ao tempo me´dio de vida da espe´cie
excitada que lhe da´ origem, enquanto que, na escala laboratorial, esse tempo de voo e´
despreza´vel face ao tempo de vida intr´ınseco da espe´cie excitada. Outro aspecto im-
portante e´ a dependeˆncia, face a diversas varia´veis termodinaˆmicas, nomeadamente
a temperatura, da distribuic¸a˜o das espe´cies entre os estados fundamental e excitado.
Devido a`s densidades electro´nicas elevadas no interior das atmosferas estelares, e´
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necessa´rio considerar a influeˆncia dos processos conjuntos de reabsorc¸a˜o/reemissa˜o,
a difusa˜o electromagne´tica e tambe´m a partic¸a˜o das espe´cies entre o estado funda-
mental e os estados excitados, com mais ou menos validade da condic¸a˜o de equil´ıbrio
termodinaˆmico local. Ale´m disso, a dinaˆmica da migrac¸a˜o da radiac¸a˜o e´ mais com-
plexa que nas experieˆncias laboratoriais, uma vez que as equac¸o˜es de conservac¸a˜o
da massa e de momento teˆm de ser tidas em considerac¸a˜o. Apesar da existeˆncia das
diferenc¸as apresentadas, as atmosferas estelares sa˜o gigantescas “ce´lulas de vapores
ato´micos”, nas quais o processo de aprisionamento radiativo e´ de uma importaˆncia
vital. De acordo com Frank Shu “O tempo de difusa˜o t´ıpico (de um fota˜o) para
abandonar o Sol e´ de 30 000 anos. Este e´ para ser comparado com os cerca de dois
segundos necessa´rios se o fota˜o pudesse ‘voar’ em linha recta.” [Shu 1982].
No in´ıcio do se´culo XX foram lanc¸adas as fundac¸o˜es da radiometria, com o
intuito de detectar fontes de radiac¸a˜o infravermelha. A teoria de transporte ra-
diativo foi desenvolvida como uma extensa˜o ao modelo radiome´trico para a propa-
gac¸a˜o da radiac¸a˜o em meios desordenados. A. Schuster e K. Schwarzschild em 1905
[Schuster 1905, Schwarzschild 1905] e A. S. Eddington in 1916 [Eddington 1916] ob-
tiveram resoluc¸o˜es para a equac¸a˜o de transfereˆncia radiativa existente na altura. E.
Hopf, em 1934, sistematizou a informac¸a˜o conhecida acerca deste assunto no seu
livro intitulado “Problemas matema´ticos do equil´ıbrio radiativo” [Hopf 1934]. Du-
rante a de´cada de 40 (mais propriamente entre 1944 e 1947), S. Chandrasekhar fez
um trabalho impressionante nesta a´rea e apresentou va´rios resultados importantes
(ver o conjunto de artigos de [Chandrasekhar 1944] a [Chandrasekhar 1947e]). Este
autor propoˆs uma generalizac¸a˜o dos me´todos de resoluc¸a˜o da equac¸a˜o de transfereˆn-
cia radiativa propostos por Schuster, Schwarzschild e Eddington que integrava todas
as suas contribuic¸o˜es e estipula formalmente o problema do transporte incoerente da
radiac¸a˜o com polarizac¸a˜o arbitra´ria, usando para isso uma equac¸a˜o vectorial baseada
nos paraˆmetros de Stokes. Adicionalmente, desenvolveu diversos procedimentos ma-
tema´ticos que se tornara˜o de uso comum e fundamental nas de´cadas seguintes, no
contexto da Astrof´ısica. No livro “Transfereˆncia radiativa”, de 1960, e´ apresentada
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uma sistematizac¸a˜o do trabalho de Chandrasekhar [Chandrasekhar 1960].
Durante os anos 50 e in´ıcio dos anos 60, Jefferies, Thomas e os seus colaborado-
res desenvolveram uma formulac¸a˜o da equac¸a˜o de transporte radiativo semelhante
a` de Holstein-Biberman. Ao que consta, na˜o conheciam o trabalho de Holstein e
Biberman e estabeleceram uma formulac¸a˜o do problema equivalente a` deles. Como
e´ usual no meio astrof´ısico, a equac¸a˜o de transfereˆncia radiativa era baseada na
cine´tica dos foto˜es e nas equac¸o˜es estat´ısticas do equil´ıbrio para a´tomos e na˜o na
densidade de excitac¸a˜o, como a equac¸a˜o de Holstein-Biberman. As duas formu-
lac¸o˜es sa˜o equivalentes, como demonstrado por Cayless, em 1986 [Cayless 1986], e
Molisch e Oehry (e refereˆncias a´ı existentes) [Molisch e Oehry 1998]. Em 1978, no
seu livro “Atmosferas estelares”, Dimitri Mihalas chamou a atenc¸a˜o para o facto
de, para se alcanc¸ar uma boa concordaˆncia entre a teoria e a experieˆncia, outras
linhas de absorc¸a˜o ato´mica que as altamente aprisionadas tinham de ser tidas em
considerac¸a˜o no problema da transfereˆncia radiativa [Mihalas 1978]. Assim, todas
as transic¸o˜es poss´ıveis deveriam ser inclu´ıdas e a equac¸a˜o de Jefferies e Thomas seria
va´lida sob condic¸o˜es de na˜o-equil´ıbrio termodinaˆmico local (cujo acro´nimo, derivado
da expressa˜o anglo-saxo´nica non-local thermodynamic equilibrium, e´ NLTE).
Durante as de´cadas de 60 e 70, o estudo do feno´meno de aprisionamento centrou-
se na relac¸a˜o entre as frequeˆncias e a polarizac¸a˜o da radiac¸a˜o absorvida e emitida,
nomeadamente nas func¸o˜es de redistribuic¸a˜o. Hummer contribuiu largamente para
este estudo propondo diversas func¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias que
faziam uso de modelos ato´micos semi-cla´ssicos [Hummer 1962]. Nas duas de´cadas
seguintes, mais desenvolvimentos foram feitos neste campo por Omont, Smith e Coo-
per [OSC 1972, OSC 1973], Ballagh [Ballagh e Copper 1977] e Stenflo [Stenflo 1996],
recorrendo a modelos ato´micos quaˆnticos. Tambe´m Hubeny se destacou nesta a´rea
[Domke e Hubeny 1988, Hubeny e Lites 1995].
No final dos anos 80 surgiu um novo e importante avanc¸o. P. Wiorkowski e
W. Hartmann sugeriram uma maneira diferente de representar o problema de apri-
sionamento da radiac¸a˜o [Wiorkowski e Hartmann 1985]. Esta descreve uma res-
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posta temporal da radiac¸a˜o emitida apo´s um nu´mero desconhecido de eventos de
reabsorc¸a˜o e reemissa˜o e define alguns coeficientes importantes, tais como os fac-
tores de escape e aprisionamento. Esta abordagem e´ conhecida como Represen-
tac¸a˜o de Difusa˜o Mu´ltipla, MSR. Wiorkowski e Hartmann, juntamente com Fal ↪e-
cki [Fal ↪ecki 1989, Fal ↪ecki et al 1991] provaram que esta abordagem e´ equivalente
a` de Holstein, o que foi confirmado por Lai [Lai et al 1993a, Lai et al 1993b] e
Berberan-Santos [Berberan-Santos et al 1999]. A representac¸a˜o de difusa˜o mu´lti-
pla, enquanto teoria representativa do aprisionamento radiativo, e´ mais interes-
sante do que a teoria de Holstein, uma vez que e´ significativamente mais fa´cil e
intuitivo de lhe incluir feno´menos f´ısicos adicionais. Lai, Liu e Ma chamaram a
atenc¸a˜o para o facto de, se ambas as abordagens sa˜o equivalentes, os resultados
da MSR devem convergir assimptoticamente para o modo fundamental de Holstein
[Lai et al 1993a, Lai et al 1993b, Ma e Lai 1994, Lai e Ma 1995].
1.4 Aplicac¸o˜es do aprisionamento radiativo
O feno´meno do aprisionamento radiativo e´ importante em diversas a´reas. As
suas aplicac¸o˜es sa˜o variadas e numerosas. No entanto, na maioria das situac¸o˜es,
o aprisionamento foto´nico constitui um processo degradativo de energia, o que se
revela um efeito que se pretende minimizar.
A aplicac¸a˜o economicamente mais relevante e motivadora deste trabalho prende-
se com as laˆmpadas fluorescentes. Estas constituem a forma de iluminac¸a˜o mais
utilizada no mundo inteiro. Este facto deve-se, por um lado, ao facto de serem bas-
tante mais eficientes do que as laˆmpadas de incandesceˆncia e, por outro, por terem
um tempo de vida usualmente superior ao destas [Waymouth 1986]. Neste contexto,
o aprisionamento radiativo e´ bastante significativo, podendo provocar o aumento do
tempo de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o na amostra ate´ milhares de vezes o tempo me´dio de
vida da espe´cie excitada [Post et al 1986, Menningen e Lawler 2000]. Assim, na˜o e´
de admirar que os trabalhos de Holstein e van Trig tenham sido desenvolvidos em
laborato´rios de investigac¸a˜o de companhias que comercializavam laˆmpadas fluores-
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centes.
As laˆmpadas fluorescentes teˆm no seu interior um vapor ato´mico, normalmente
de mercu´rio, que e´ excitado por descarga ele´ctrica e decai radiativamente, libertando
radiac¸a˜o ultravioleta, cuja conversa˜o em radiac¸a˜o vis´ıvel e´ feita por absorc¸a˜o de UV
por parte da camada fosforescente que reveste o interior das laˆmpadas. A eficieˆncia
destes dispositivos esta´ limitada por diversos factores, entre eles a quantidade de
energia efectivamente convertida em radiac¸a˜o UV e a fracc¸a˜o dessa radiac¸a˜o conver-
tida em luz vis´ıvel. O aprisionamento radiativo e´ um feno´meno que limita bastante
a eficieˆncia do primeiro processo, uma vez que a radiac¸a˜o emitida pelo vapor ato´-
mico na˜o e´, na esmagadora maioria dos casos, imediatamente libertada para excitar
a camada fosforescente, mas antes e´ reabsorvida inu´meras vezes. Ora, durante este
processo, a probabilidade de a excitac¸a˜o ser colisionalmente extinta aumenta signifi-
cativamente, reduzindo assim a probabilidade de ser libertada e, consequentemente,
diminuindo a eficieˆncia de todo o processo de conversa˜o energe´tica.
O aumento da eficieˆncia deste tipo de iluminac¸a˜o artificial e´ uma necessidade
premente. As estimativas apresentadas por Molisch e Oehry apontam para que a
melhoria de eficieˆncia de 1% na conversa˜o energe´tica nestas laˆmpadas represente uma
poupanc¸a de cerca de 109 kWh por ano a n´ıvel mundial [Molisch e Oehry 1998]. A
prec¸os actuais da electricidade em Portugal, isto representa uma poupanc¸a de cerca
de 108 milho˜es de euros anuais. E´ de salientar o aumento de eficieˆncia conseguido
por Anderson e Grossman e seus colaboradores atrave´s da alterac¸a˜o da constituic¸a˜o
isoto´pica do mercu´rio utilizado no interior das laˆmpadas [Anderson et al 1985, Gross-
man et al 1986], enquanto investigadores da General Electrics.
Uma segunda aplicac¸a˜o tecnolo´gica onde o aprisionamento radiativo e´ impor-
tante e necessa´rio de considerar e´ a construc¸a˜o dos PDP’s, ou seja, os monitores
ou televisores de plasma. Estes ecra˜s, juntamente com os LCD’s (Liquid Crystal
Display), teˆm vindo a ganhar terreno na competic¸a˜o com os usuais monitores de
tubos de raios cato´dicos, devido ao seu design e funcionalidade. No entanto, apre-
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sentam ainda uma longa marcha ate´ se efectuarem as melhorias necessa´rias para a
sua equiparac¸a˜o em termos de efica´cia luminosa e tempo de vida. Estas melhorias
sera˜o vitais para definir qual dos dois tipos de dispositivos, PDP’s ou LCD’s, sera´
adoptado como universal, num futuro pro´ximo. Em 2001 foram vendidos 300 000
exemplares de PDP’s em todo o mundo, sendo a previsa˜o de venda para 2007 de
cerca de 6 000 000 de exemplares [Mentley 2001].
Os PDP’s sa˜o constitu´ıdos por uma matriz de laˆmpadas fluorescentes de di-
menso˜es sub-milime´tricas controladas por um conjunto complexo de componentes
electro´nicos. O interior da ce´lula fluorescente e´ preenchido com uma mistura de
xe´non e ne´on, em que o primeiro e´ a espe´cie emissora de radiac¸a˜o ultra-violeta
e o segundo tem funcionalidades na protecc¸a˜o dos ele´ctrodos e na diminuic¸a˜o da
diferenc¸a de potencial necessa´ria para a descarga. Cada pixel apresenta um con-
junto de treˆs mini-laˆmpadas, cada uma com um revestimento fosforescente que con-
verte a radiac¸a˜o UV em cada uma das treˆs cores prima´rias. A eficieˆncia energe´-
tica destes paine´is e´ extremamente baixa; apenas cerca de 2,5% da energia forne-
cida para a descarga ele´ctrica nas laˆmpadas e´ convertida em radiac¸a˜o vis´ıvel que
abandona o painel [Boeuf 2003]. Para a melhorar, um dos efeitos que tem de ser
minimizado e´ o aprisionamento que a radiac¸a˜o UV sofre no seio do plasma. De
facto, relativamente a` quantidade de espe´cies excitadas de xe´non formadas, 25%
da energia e´ perdida sob a forma de extinc¸a˜o colisional ou emissa˜o na gama do
infra-vermelho. Dos 75% que originam radiac¸a˜o UV, apenas metade deste valor
atinge a camada fosforescente [Boeuf 2003]. Estas perdas poderiam ser bastante
diminu´ıdas se o aprisionamento radiativo fosse minimizado. Na maioria dos traba-
lhos existentes na literatura, o efeito do aprisionamento radiativo e´ levado em conta
fazendo uso da teoria de Holstein e determinando o factor de escape g por este defi-
nido [Holstein 1947, Holstein 1951]. Assim, em condic¸o˜es normais de funcionamento
dos PDP’s (fracc¸a˜o molar de xe´non de 4%, distaˆncia inter-ele´ctrodos de 215 µm e
para a linha ressonante de 147 nm do xe´non), o factor g tem o valor de 0,0426, o
que corresponde a um tempo de aprisionamento efectivo cerca de 1/0, 0426 ' 23
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vezes superior ao tempo de vida intr´ınseco da espe´cie excitada que origina essa ra-
diac¸a˜o [Rauf e Kushner 1999a, van der Straaten e Kushner 2000]. Para melhorar a
eficieˆncia total do dispositivo, torna-se necessa´rio diminuir drasticamente o aprisio-
namento foto´nico. A sobreviveˆncia deste tipo de aparelhos reside na diminuic¸a˜o da
raza˜o prec¸o/eficieˆncia e, por conseguinte, no aumento da efica´cia da sua conversa˜o
energe´tica.
Um outro feno´meno para o qual o aprisionamento radiativo e´ tambe´m bastante
importante e´ o dos filtros ato´micos de riscas, ALF, acro´nimo da expressa˜o anglo-
saxo´nica Atomic Line Filters. Estes sistemas sa˜o usados, por exemplo, em sistemas
de transmissa˜o de informac¸a˜o o´ptica atrave´s do espac¸o e em sistemas LIDAR, acro´-
nimo da expressa˜o anglo-saxo´nica Light-Imaging Detection and Ranging, em que sa˜o
usados lasers para detectar posicionamento e distaˆncias de objectos no espac¸o dis-
tante. Essa detecc¸a˜o faz-se com base na reflexa˜o sofrida pela radiac¸a˜o nos objectos
a detectar. Usualmente o sinal detectado e´ fraco e vem sobreposto com a radiac¸a˜o
oriunda de outros corpos, principalmente do Sol. Assim, o objectivo dos ALF’s e´
filtrar a parte da radiac¸a˜o que efectivamente corresponde a` reflexa˜o pretendida e
eliminar o resto [Gelbwachs 1988]. Estes sistemas sa˜o constitu´ıdos por dois filtros
de corantes, substaˆncias opacas a praticamente toda a radiac¸a˜o, excepto uma gama
estreita de comprimentos de onda. No meio deste dois filtros encontra-se um vapor
ato´mico (usualmente um metal alcalino) que sera´ excitado pela radiac¸a˜o que atra-
vessa o primeiro filtro, podendo decair radiativamente para o n´ıvel fundamental,
quer de um modo directo, quer decaindo primeiro para um n´ıvel energe´tico interme´-
dio e so´ depois para o fundamental. Este u´ltimo processo e´ o mais frequente, pelo
que a radiac¸a˜o libertada tera´, na sua maioria, uma frequeˆncia de onda menor (maior
comprimento de onda) do que a absorvida [Molisch e Oehry 1998].
Logicamente que este vapor ato´mico tera´ de ter, pelo menos, treˆs n´ıveis de ener-
gia pass´ıveis de sofrerem transic¸o˜es entre si. A radiac¸a˜o de maior comprimento de
onda incide agora no segundo filtro ato´mico e atravessa-o. No entanto, se a radiac¸a˜o
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Figura 1.2 : Princ´ıpio ba´sico de funcionamento de um filtro ato´mico de risca
[Molisch e Oehry 1998].
incidente neste filtro na˜o tiver o comprimento de onda correcto, sera´ absorvida por
ele e na˜o o atravessara´. A radiac¸a˜o de maior comprimento de onda pode tambe´m ser
reabsorvida pelo vapor, mas, uma vez que o segundo filtro e´-lhe transparente, este
feno´meno e´ bastante menos comum do que para os foto˜es de maior frequeˆncia. Este
sistema funciona como um filtro para a maioria das radiac¸o˜es permitindo utilizar
apenas a gama estreita de frequeˆncias pretendida. Nesta situac¸a˜o, o aprisionamento
radiativo e´ um feno´meno que vai beneficiar o funcionamento do sistema, uma vez
que ao ocorrer a reabsorc¸a˜o dos foto˜es emitidos pelo vapor ato´mico, esta˜o a ser
aumentadas as hipo´teses de o decaimento ser o correspondente a` linha transmitida
pelo segundo filtro, facto que poderia na˜o ter ocorrido anteriormente, aumentando,
assim, a probabilidade da radiac¸a˜o atravessar o segundo filtro.
Outra aplicac¸a˜o importante consiste nos concentradores solares luminescentes
para conversa˜o de energia solar em ele´ctrica. Estes sistemas sa˜o usados em paine´is
solares de modo a concentrarem a radiac¸a˜o recolhida em todo o painel numa pe-
quena a´rea onde se situam as ce´lulas fotovoltaicas. De acordo com Batchelder, esta
ideia imita o uso da clorofila na Natureza, que serve como antena e conduz a ener-
gia solar para o centro das ce´lulas das plantas onde as reacc¸o˜es de transformac¸a˜o
ocorrem [Batchelder 1982]. O objectivo e´ evitar a utilizac¸a˜o das ce´lulas fotoele´c-
tricas nas grandes a´reas correspondentes a` a´rea total dos paine´is, devido ao seu
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Figura 1.3 : Um filtro ato´mico de risca, desenhado e constru´ıdo por Jonas Hedin para
efectuar medidas de LIDAR no Observato´rio Arecibo [Hedin 2002].
elevado custo, e conseguir concentrar a radiac¸a˜o numa a´rea pequena, de modo que
somente essa a´rea ser coberta pelas ce´lulas fotoele´ctricas e, assim, diminuir o custo
de produc¸a˜o destes paine´is. Ora, para atingir este objectivo utiliza-se um meio alta-
mente absorvente na regia˜o do espectro de emissa˜o solar nas placas, que vai reemitir
a radiac¸a˜o absorvida. Este meio, normalmente corantes orgaˆnicos ou substaˆncias
fosforescentes, esta´ inserido numa matriz polime´rica transparente com um determi-
nado ı´ndice de refracc¸a˜o. Se a emissa˜o ocorrer de modo a que a radiac¸a˜o atinja
a superf´ıcie separadora da matriz polime´rica do exterior com um aˆngulo superior
ao aˆngulo cr´ıtico para a refracc¸a˜o, apenas acontece a reflexa˜o total no interior do
pol´ımero. Menos de 50% da radiac¸a˜o emitida fa´-lo na gama poss´ıvel de aˆngulos
para que este feno´meno tenha lugar [Debije 2006]. Se a placa for paralelepipe´dica,
ao atingir a superf´ıcie oposta a esta, a radiac¸a˜o sofrera´ nova reflexa˜o total e assim
sucessivamente. Deste modo, a radiac¸a˜o solar sera´ conduzida ate´ a` parede lateral
do painel, local onde se encontram as ce´lulas fotovoltaicas que a transformara˜o em
energia ele´ctrica. A limitac¸a˜o inicial deste dispositivo e´ que toda a radiac¸a˜o que for
emitida numa direcc¸a˜o fora da gama poss´ıvel para ocorrer a reflexa˜o total e´ desper-
dic¸ada. Ale´m disto, na ocorreˆncia de reabsorc¸a˜o por parte do meio este processo fica
seriamente comprometido, diminuindo bastante a eficieˆncia da conversa˜o energe´tica
18 Cap´ıtulo 1 - Introduc¸a˜o
pretendida. Consequentemente, e´ necessa´ria a correcta interpretac¸a˜o e compreensa˜o
do feno´meno de transporte radiativo, para se poder encontrar um modo de diminuir
a sua incideˆncia nestes sistemas.
1.5 Equac¸a˜o de Holstein-Biberman
Em 1947, Holstein e Biberman, separadamente, chegaram a` conclusa˜o que a
migrac¸a˜o radiativa de um vapor ato´mico na˜o pode ser descrita por uma equac¸a˜o de
difusa˜o, nem fazendo uso das correcc¸o˜es e alterac¸o˜es a` equac¸a˜o de difusa˜o padra˜o,
como era ate´ a´ı defendido.
Suponha-se enta˜o uma ce´lula de volume finito e constante onde possa ocor-
rer o feno´meno de migrac¸a˜o radiativa. No instante inicial, t = 0, uma pequena
fracc¸a˜o das espe´cies existentes sa˜o excitadas. A densidade de espe´cies excitadas, em
func¸a˜o do espac¸o e do tempo e´ representada por n(r, t) e a sua evoluc¸a˜o temporal
pode ser dada pela equac¸a˜o integro-diferencial do tipo de Boltzmann [Holstein 1947,
Biberman 1947]:
∂n(r, t)
∂t
= −Γn(r, t) + Γr
∫
V
n(r′, t)f(r′, r)dr′. (1.1)
f(r′, r) e´ a probabilidade de um fota˜o emitido em r′ ser absorvido num elemento
de volume unita´rio em torno do ponto de posic¸a˜o r. De salientar que na notac¸a˜o
original de Holstein esta probabilidade era designada por G(r′, r) e na˜o por f(r′, r),
como neste trabalho. Esta alterac¸a˜o e´ feita de modo a uniformizar a nomenclatura
utilizada ao longo do trabalho. O termo Γr refere-se a` taxa de decaimento radiativa
da espe´cie excitada e corresponde ao inverso do tempo de vida me´dio dessa mesma
espe´cie. A integrac¸a˜o e´ feita para todo o volume da amostra.
Holstein estabelece T (||r− r′||) como a probabilidade da radiac¸a˜o percorrer uma
distaˆncia ||r− r′|| sem ser absorvida e relaciona-a com o coeficiente de absorc¸a˜o do
meio, k(ν), e o espectro de emissa˜o da substaˆncia excitada, F (ν).
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T (||r− r′||) =
∫
F (ν)e−k(ν)||r−r
′||dν. (1.2)
A func¸a˜o f(r′, r) esta´ relacionada com esta probabilidade por:
f(r′, r) = − 1
4pi||r− r′||2
∂T (||r− r′||)
∂||r− r′|| . (1.3)
Procedendo a` derivac¸a˜o de T (||r − r′||) e substituindo na expressa˜o anterior
resulta em:
f(r′, r) =
1
4pi||r− r′||2
∫ +∞
0
F (ν)k(ν)e−k(ν)||r−r
′||dν. (1.4)
A equac¸a˜o de Holstein-Biberman e´ deduzida com base em algumas aproximac¸o˜es
e so´ e´ va´lida mediante as condic¸o˜es que tornam va´lidas essas aproximac¸o˜es. A
primeira aproximac¸a˜o prende-se com o facto de so´ serem considerados dois n´ıveis
energe´ticos, sendo um deles o fundamental e o outro o estado excitado de menor
energia, de modo a garantir que o a´tomo na˜o possa decair para outro estado que o
fundamental. Outra aproximac¸a˜o relaciona-se com o tempo de voo dos foto˜es entre
dois eventos consecutivos de emissa˜o e reabsorc¸a˜o. Este e´ considerado negligencia´vel
face ao tempo de vida me´dio do estado excitado, τ0. Em ce´lulas laboratoriais, este
preceito e´ facilmente observado, enquanto que, em escalas astrof´ısicas, o tempo de
voo dos foto˜es e´ substancialmente maior que o tempo de vida me´dio da excitac¸a˜o.
Assumindo que, numa ce´lula laboratorial, um fota˜o percorre cerca de 10 cm sem
ser reabsorvido, leva aproximadamente 1/3 de nanossegundo a fazeˆ-lo. Este tempo
deve ser comparado com dezenas de nanossegundos, tempo me´dio de retenc¸a˜o da
excitac¸a˜o numa espe´cie ato´mica. Assim, na escala laboratorial a aproximac¸a˜o de
Holstein e´ perfeitamente va´lida.
A considerac¸a˜o de paredes de ce´lula na˜o reflectoras e´ outra aproximac¸a˜o feita na
deduc¸a˜o da equac¸a˜o integro-diferencial de Holstein-Biberman. Ale´m disto, tambe´m
na˜o e´ considerada a possibilidade de ocorrer extinc¸a˜o colisional com as paredes
do recipiente onde a amostra esta´ colocada. Assim, quando a excitac¸a˜o atinge as
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paredes da ce´lula, considera-se que a abandonou ou que foi absorvida pelas paredes
desta.
Outra aproximac¸a˜o importante e´ o facto de a emissa˜o ser considerada isotro´-
pica. Segundo Holstein, esta aproximac¸a˜o e´ perfeitamente va´lida, caso a radiac¸a˜o
na˜o esteja polarizada. A inexisteˆncia de relac¸a˜o entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e
reemissa˜o e´ tambe´m assumida, pelo que os perfis espectrais de ambos os processos
sa˜o considerados iguais. Esta assunc¸a˜o de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias e´
va´lida para a maioria das situac¸o˜es moleculares, mas na˜o o e´ para diversos sistemas
ato´micos, como sera´ provado neste trabalho.
A velocidade das espe´cies ato´micas no vapor e´ pequena o suficiente para se assu-
mir que as espe´cies excitadas na˜o se deslocam durante o tempo em que permanecem
nesse estado, ou seja, que a posic¸a˜o de absorc¸a˜o de um fota˜o e sua posterior ree-
missa˜o sa˜o a mesma. Num vapor ato´mico de mercu´rio a` temperatura ambiente, os
a´tomos movimentam-se com uma velocidade mais prova´vel
(√
2kBT/m
)
de cerca
de 157 m/s. Ora, durante uma dezena de nanossegundos (assumindo este tempo
como τ0), a distaˆncia percorrida por um a´tomo com esta velocidade e´ 1, 57 × 10−6
m, o que pode ser considerado despreza´vel. Sa˜o desprezados tambe´m movimentos
do tipo de correntes de convecc¸a˜o, o que podera´ na˜o ser va´lido apenas para alguns
plasmas, para os quais a sua cine´tica global na˜o se pode dissociar do movimento
foto´nico.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies ato´micas no estado fundamental e´ conside-
rada uniforme por toda a ce´lula. Em ce´lulas laboratoriais isto e´ facilmente verificado,
uma vez que corresponde a ter uma ce´lula com temperatura constante em toda a sua
extensa˜o. Ja´ em meios astrof´ısicos, esta assunc¸a˜o na˜o pode ser considerada va´lida,
devido aos fortes gradientes de temperatura que, geralmente, a´ı se verificam.
A distribuic¸a˜o das espe´cies ato´micas pelo estado fundamental e excitado tem
de garantir a inexisteˆncia de efeitos na˜o lineares. Assim, a densidade de espe´cies
excitadas tem de ser substancialmente menor que a do estado fundamental, de modo
a garantir a auseˆncia de emissa˜o estimulada. Se isto se verificar, a densidade de
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espe´cies no estado fundamental pode ser sempre assumida constante e a resposta do
sistema a qualquer excitac¸a˜o sera´ sempre linear.
A equac¸a˜o 1.1 admite va´rias soluc¸o˜es gerais, sendo a proposta por Holstein:
n(r, t) =
∑
i
ni(r)e
−βit, (1.5)
sendo que as func¸o˜es pro´prias ni(r) e os valores pro´prios βi obedecem a` relac¸a˜o:(
1− βi
Γr
)
ni(r) =
∫
V
f(r′, r)n(r′)dr′. (1.6)
A u´nica func¸a˜o pro´pria ni(r) que tem significado f´ısico e´ a de ordem mais baixa.
Todas as outras apresentam valores negativos, pelo que na˜o possuem qualquer signi-
ficado f´ısico. A distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o correspondente ao primeiro modo
identifica-se com a distribuic¸a˜o alcanc¸ada apo´s um tempo longo de decaimento,
quando essa distribuic¸a˜o atinge uma forma qualitativamente imuta´vel. Nesta si-
tuac¸a˜o, todos os outros modos deixaram de existir e a soluc¸a˜o geral pode ser apro-
ximada apenas pelo modo fundamental.
n(r, t) ≈
t→∞
n1(r)e
−β1t. (1.7)
O coeficiente β1 pode ser identificado como o inverso do tempo de me´dio de
retenc¸a˜o da excitac¸a˜o.
Holstein fez uma comparac¸a˜o da teoria com resultados experimentais para va-
pores de mercu´rio com densidades nume´ricas entre 1, 0 × 1021 e 2, 4 × 1022 m−3 e
ce´lulas de diferentes dimenso˜es. Comparava a taxa de decaimento do modo fun-
damental β1 com a medida, apo´s algum tempo de decaimento. A concordaˆncia
com os resultados de Zemansky foi razoa´vel para os menores valores de densidade
de mercu´rio, enquanto que para valores superiores verificava-se a ocorreˆncia de um
claro afastamento entre teoria e experieˆncia. Para densidades superiores a 1022 m−3,
Holstein afirmou que a teoria na˜o explicava os resultados experimentais de Zemansky
e apontou duas poss´ıveis explicac¸o˜es para tal facto. A primeira prendia-se com o
alargamento colisional, na˜o contemplado pela teoria e a segunda com a possibilidade
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de transic¸o˜es na˜o radiativas do estado emissor 63P1 do mercu´rio para o metaesta´vel
63P0.
Como ja´ foi mencionado aquando da revisa˜o histo´rica da evoluc¸a˜o do estudo do
feno´meno de aprisionamento radiativo, va´rios desenvolvimentos se seguiram aos tra-
balhos de Holstein e Biberman, mas a maioria deles baseava-se na equac¸a˜o integro-
diferencial de tipo Boltzmann proposta por estes autores para os seus estudos. Foram
feitos estudos no sentido de incluir efeitos como o alargamento de Doppler e Lorentz
(natural ou colisional) simultaneamente, a inclusa˜o de estrutura isoto´pica e hiperfina
e a existeˆncia de memo´ria parcial num evento de reemissa˜o.
1.6 Representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla
Em 1985 Wiorkowski e Hartmann elaboraram em conjunto uma nova abordagem
ao problema do aprisionamento radiativo: a representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla. Os
autores abordam o processo seguindo a trajecto´ria individual de cada fota˜o, desde
que e´ primeiramente criado atrave´s da excitac¸a˜o externa infligida aos a´tomos da
amostra, ate´ este abandonar a ce´lula, apo´s um nu´mero indeterminado de eventos
de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o. A` fracc¸a˜o de foto˜es originalmente criados na ce´lula que
a abandona sem sofrer reabsorc¸a˜o, os autores chamaram a0, sendo a1 a fracc¸a˜o de
foto˜es que abandona a ce´lula apo´s exactamente um evento de absorc¸a˜o e reemissa˜o
e assim sucessivamente. Assim, os autores conclu´ıram que a evoluc¸a˜o temporal da
radiac¸a˜o emitida num vapor ato´mico, apo´s excitac¸a˜o com um impulso de luz, e´ dada
por [Wiorkowski e Hartmann 1985]:
g(t) =
∞∑
n=0
gn(t) =
N
τ0
exp(−t/τ0)
( ∞∑
n=0
an
n!
(t/τ0)
n
)
, (1.8)
onde N representa o nu´mero de foto˜es criados por excitac¸a˜o externa e gn(t) o si-
nal de fluoresceˆncia devido aos foto˜es que abandonam a ce´lula apo´s exactamente
n eventos de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o. Esta expressa˜o resulta da convoluc¸a˜o do de-
caimento temporal dos foto˜es que sofreram ja´ n eventos de reabsorc¸a˜o, pelo si-
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nal que criou as espe´cies excitadas que lhes deu origem, ou seja, pela emissa˜o de
foto˜es de gerac¸a˜o anterior. Desta convoluc¸a˜o resulta o sinal observado na Eq. 1.8
[Wiorkowski e Hartmann 1985, Wiorkowski e Hartmann 1988].
Contrariamente a` abordagem de Holstein-Biberman, todos os termos desta equac¸a˜o
teˆm significado f´ısico, sendo este bastante claro. Cada grandeza associada ao“modo”
n corresponde a` gerac¸a˜o de foto˜es que ja´ sofreram n reabsorc¸o˜es e reemisso˜es no in-
terior da ce´lula.
A distribuic¸a˜o espac¸o-temporal das espe´cies excitadas foi proposta por Wior-
kowski, em 1988, como [Wiorkowski 1988]:
n(r, t) = exp(−t/τ0)
( ∞∑
n=0
nn(r)
n!
(t/τ0)
n
)
. (1.9)
Os termos nn(r) representam a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de
gerac¸a˜o n, ou seja, resultantes de n eventos de reabsorc¸a˜o.
Esta representac¸a˜o de difusa˜o foto´nica mu´ltipla esta´ assente em treˆs aproxi-
mac¸o˜es principais: i) por um lado a assunc¸a˜o de um modelo ato´mico de dois n´ıveis,
em que um e´ o fundamental e o outro e´ o excitado de menor energia, ii) por outro,
o tempo me´dio entre coliso˜es que possam extinguir a excitac¸a˜o e´ bastante longo
quando comparado com o tempo me´dio de vida do estado excitado, tornando des-
preza´vel a ocorreˆncia de extinc¸a˜o colisional e iii) finalmente, o tempo de voo dos
foto˜es e´ considerado despreza´vel face ao tempo de aprisionamento da radiac¸a˜o por
parte das espe´cies excitadas.
A MSR permite uma interpretac¸a˜o f´ısica das grandezas envolvidas mais fa´cil e
directa, ale´m de permitir com bastante mais agilidade a inclusa˜o de feno´menos f´ısicos
adicionais ao aprisionamento, na˜o considerados na formulac¸a˜o original da teoria, tais
como a dependeˆncia angular e em frequeˆncia dos eventos de reemissa˜o passados.
Ale´m destes, tambe´m a difusa˜o no sentido de redireccionamento da radiac¸a˜o ao
interagir com a´tomos, pode ser com facilidade considerada.
Alguns anos apo´s o surgir desta representac¸a˜o do problema do aprisionamento
radiativo, Fal ↪ecki, Hartmann e Bocksch provaram a equivaleˆncia entre esta teoria
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e a equac¸a˜o de Holstein-Biberman [Fal ↪ecki et al 1991]. Atrave´s da manipulac¸a˜o
das soluc¸o˜es n(r, t) da equac¸a˜o de Holstein-Biberman chegaram a` conclusa˜o que os
coeficientes an poderiam ser escritos em func¸a˜o dos valores pro´prios βi e das func¸o˜es
pro´prias ni(r), que surgem nestas soluc¸o˜es. Assim,
an =
τ0∑∞
i=0(αi/βi)
( ∞∑
i=0
αi(1− τ0βi)n
)
, (1.10)
onde αi = βi
∫
V
ni(r)dr e βi e´ a constante de desactivac¸a˜o correspondente a cada
modo i de Holstein.
Ficou assim estabelecida a relac¸a˜o entre as abordagens da equac¸a˜o integro-
diferencial e a representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla dos foto˜es, comprovando a equi-
valeˆncia entre as duas.
R. Lai, S. Liu e X. Ma generalizaram o trabalho de Wiorkowski e Hartmann,
estabelecendo uma importante relac¸a˜o entre o modo fundamental de Holstein e o
comportamento assimpto´tico da soluc¸a˜o proposta por estes [Lai et al 1993a, Lai et
al 1993b, Ma e Lai 1994, Lai e Ma 1995] e vem comprovar a equivaleˆncia entre os
dois me´todos, estabelecendo ale´m disso uma ponte entre ambos. Este aspecto do
comportamento assimpto´tico e´ bastante importante e sera´ desenvolvido durante o
corpo deste trabalho.
J. M. G. Martinho, M. N. Berberan-Santos e colaboradores propuseram, de forma
independente de Wiorkowski e Hartmann e sem conhecimento do trabalho destes, a
formulac¸a˜o de difusa˜o foto´nica mu´ltipla para o meio molecular [Martinho et al 1989]
e definiram claramente as probabilidades de reabsorc¸a˜o e de escape, apenas super-
ficialmente definidas por Wiorkowski e Hartmann [Martinho et al 1989, Berberan-
Santos et al 1995, Pereira et al 1995, Pereira et al 1996, Berberan-Santos et al 1997a,
Berberan-Santos et al 1997b, Pereira et al 1999]. Estes autores tiveram tambe´m a
importante contribuic¸a˜o de diferenciar os decaimentos de intensidade resolvidos no
aˆngulo de detecc¸a˜o e na frequeˆncia, aspecto experimental fundamental, uma vez
que a fluoresceˆncia detectada e´-o num determinado aˆngulo relativamente ao eixo da
ce´lula e numa certa gama de frequeˆncias. Muito raramente ocorrem situac¸o˜es em
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que a detecc¸a˜o se fac¸a em toda a volta, num aˆngulo so´lido de 4pi, o que correspon-
deria ao decaimento de intensidade global deduzido por Wiorkowski e Hartmann.
Na esmagadora maioria das vezes, a detecc¸a˜o e´ feita com o detector colocado numa
determinada posic¸a˜o relativamente a` ce´lula e sens´ıvel a uma gama de frequeˆncias
limitada.
1.7 Difusa˜o ano´mala e superdifusa˜o
O conceito de difusa˜o e´ normalmente aplicado a part´ıculas materiais. No entanto,
este termo e´ va´rias vezes utilizado no contexto de radiac¸a˜o electromagne´tica, como
por exemplo na expressa˜o da representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla. Assim, sera´ aqui
introduzido o to´pico da ana´lise do movimento foto´nico num vapor ato´mico como um
movimento de difusa˜o.
A difusa˜o de part´ıculas no seio de um meio foi pela primeira vez descrita pelo
f´ısico holandeˆs Jan Ingenhousz, em 1785, que registou o movimento de pequenas
part´ıculas de po´ de carva˜o num recipiente com a´lcool, em repouso. Mais tarde,
Robert Brown observou ao microsco´pio o mesmo tipo de movimento erra´tico de gra˜os
de po´len e estudou esse movimento, que mais tarde foi, em sua honra, apelidado por
Einstein de movimento Browniano.
O movimento Browniano ou difusa˜o normal ou cla´ssica caracteriza-se por um
movimento estoca´stico, em que os tamanhos de saltos sa˜o varia´veis aleato´rias e in-
dependentes umas das outras. A sua descric¸a˜o e´ perfeitamente alcanc¸ada com uma
equac¸a˜o de difusa˜o cla´ssica, sendo poss´ıvel a definic¸a˜o concreta de um coeficiente
de difusa˜o, D. A densidade de probabilidade de uma part´ıcula difusiva estar numa
posic¸a˜o gene´rica r, num meio tridimensional, num instante t, apo´s um nu´mero sufi-
cientemente elevado de saltos e tendo iniciado o movimento na posic¸a˜o r=0 e´ dada
pelo propagador [Metzler e Klafter 2000]:
W (r, t) =
1
(4piDt)3/2
exp
(
− r
2
4Dt
)
. (1.11)
Com esta distribuic¸a˜o, a dependeˆncia temporal do valor me´dio do quadrado da
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posic¸a˜o das part´ıculas e´ linear e dada por [Metzler e Klafter 2004]:
〈r2(t)〉 = 6Dt. (1.12)
Apesar desta ser a cine´tica cla´ssica esperada para um movimento de difusa˜o,
existem diversos meios f´ısicos em que esta na˜o e´ a descric¸a˜o correcta do movimento
a´ı existente. Situac¸o˜es em que a equac¸a˜o de difusa˜o na˜o pode ser aplicada. Esse e´
o caso do movimento foto´nico no interior de um meio ato´mico ou molecular, como
foi ja´ referido anteriormente aquando da explicac¸a˜o da falha da equac¸a˜o de difusa˜o
convencional, para explicar o aprisionamento radiativo e o surgimento da equac¸a˜o
integro-diferencial de Holstein-Biberman. Assim, nesses contextos, a Eq. 1.12 deixa
de ser va´lida e 〈r2(t)〉 pode ser descrito por uma expressa˜o emp´ırica do tipo:
〈r2(t)〉 ∝ tγ, (1.13)
onde γ e´ diferente de 1. Nestas circunstaˆncias a difusa˜o e´ apelidada de ano´mala.
Se o coeficiente γ for menor que 1, esta´-se na presenc¸a de subdifusa˜o ou movimento
dispersivo. Nesta circunstaˆncia o espraiamento das part´ıculas faz-se mais lenta-
mente que no movimento de difusa˜o cla´ssico. Caso esse coeficiente seja superior a
1, esse espraiamento e´ mais ra´pido que no movimento Browniano e e´ intitulado de
superdifusa˜o ou hiperdifusa˜o.
O movimento dos foto˜es aprisionados pelas espe´cies ato´micas que os radiam e´,
para os casos em que haja redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias, um movimento
de superdifusa˜o, tambe´m chamado de voo de Le´vy, uma vez que obedece a` estat´ıs-
tica deste. O facto de o tempo de voo dos foto˜es ser considerado despreza´vel face ao
tempo de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o na amostra e´ um factor fundamental para esta classi-
ficac¸a˜o. Se esse tempo na˜o for despreza´vel e o movimento for tambe´m superdifusivo,
intitula-se passeio de Le´vy [Shlesinger et al 1993, Metzler e Klafter 2000]. Para os
movimentos superdifusivos, o propagador obtido, novamente num regime assimpto´-
tico, e´ agora dado por uma lei esta´vel de Le´vy de ı´ndice µ, sendo que 0 < µ < 2
[Bouchaud e Georges 1990, Metzler e Klafter 2000]:
W (r, t) ∝ 1
t1/µ
Lµ
( r
t1/µ
)
. (1.14)
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O valor me´dio da dependeˆncia temporal do quadrado da posic¸a˜o das espe´cies
excitadas na ce´lula e´ dada por:
〈r2(t)〉 ∝ t2/µ, (1.15)
sendo o expoente γ = 2/µ superior a 1.
A Eq. 1.14 implica que a distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos tenha a seguinte
dependeˆncia assimpto´tica:
p(∆r) ∝ 1
∆r1+µ
, (1.16)
onde ∆r representa o tamanho de cada salto individual.
O cara´cter superdifusivo, de voo de Le´vy, do aprisionamento radiativo foi provado
por Pereira [Pereira et al 2004], para os casos de alargamento de Doppler, alarga-
mento natural e, conjuntamente, alargamento de Doppler, natural e colisional. Para
as treˆs situac¸o˜es foi provado que o espraiamento foto´nico e´ mais ra´pido que na difusa˜o
cla´ssica, devido ao facto de, contrariamente ao que ocorre no movimento Browniano,
ocorrerem saltos de dimensa˜o muito elevada, bastante acima do livre percurso me´-
dio que se poderia definir caso o movimento fosse Browniano. Estes saltos ocorrem
um nu´mero muito reduzido de vezes, mas marcam a dimensa˜o global da trajecto´ria
foto´nica no vapor ato´mico. Sa˜o os saltos de dimensa˜o elevada que marcam a escala
global do movimento, apesar de serem em reduzida quantidade, contrastando com
o elevado nu´mero de voos de pequenas dimenso˜es existentes. Embora apresentem
uma baixa probabilidade de ocorreˆncia, sa˜o, na realidade, estes pouqu´ıssimos passos
de grandes dimenso˜es que marcam a forma global da trajecto´ria e que ditam a sua
escala.
Outra caracter´ıstica premente dos voos de Le´vy e que esta´ marcadamente pre-
sente no movimento dos foto˜es aprisionados radiativamente e´ o facto de as trajecto´-
rias a diferentes escalas serem auto-semelhantes, ou seja, de apresentarem o mesmo
aspecto gene´rico. Assim, um movimento foto´nico correspondente a 50000 passos
apresenta a mesma forma gene´rica, aparte a escala, que uma trajecto´ria correspon-
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dente a 1000 passos. A caracter´ıstica de auto-similaridade e´ t´ıpica dos fractais. Da
aplicac¸a˜o da definic¸a˜o de dimensa˜o fractal a` Eq. 1.16, conclui-se que o movimento
de voo de Le´vy pode ser considerado um fractal de dimensa˜o µ [Mandelbrot 1982].
A dimensa˜o fractal do movimento foto´nico de aprisionamento radiativo depende
da distribuic¸a˜o espectral considerada. Como comprovado por Eduardo Pereira e
colaboradores, esta dimensa˜o e´ de µ = 1
2
ln[ln(r)]
ln(r)
, cujo valor tende para 1, a` medida
que r → ∞ quando a distribuic¸a˜o espectral e´ a de Doppler e µ = 1/2 quando
se trata da distribuic¸a˜o de Lorentz (alargamento natural e/ou colisional) e Voigt
(alargamento de Doppler e Lorentz simultaneamente) [Pereira et al 2004].
Este assunto sera´ alvo de estudo mais detalhado no cap´ıtulo 5 deste trabalho.
De momento, o objectivo desta discussa˜o e´ apenas de introduzir o tema do apri-
sionamento radiativo como um movimento de superdifusa˜o, pelo que na˜o sera´ aqui
mais alongada.
O cap´ıtulo 2 deste trabalho pretende discutir os mecanismos de interacc¸a˜o entre
a mate´ria, nomeadamente no estado ato´mico, e a radiac¸a˜o. Em particular, os efeitos
de absorc¸a˜o e emissa˜o de radiac¸a˜o ressonante sa˜o apresentados e e´ dada eˆnfase aos
efeitos da redistribuic¸a˜o angular e em frequeˆncias que ocorrem durante um evento de
absorc¸a˜o e posterior reemissa˜o desse tipo de radiac¸a˜o. Sa˜o evidenciadas as func¸o˜es
de redistribuic¸a˜o quando esta e´ considerada completa e parcial. As diferenc¸as re-
lativas entre ambas as situac¸o˜es sa˜o postas em evideˆncia. Sa˜o utilizadas func¸o˜es
de redistribuic¸a˜o parcial integradas no aˆngulo, em vez de neste resolvidas, o que
permite uma utilizac¸a˜o mais racional de recursos computacionais e e´ perfeitamente
justifica´vel.
No terceiro cap´ıtulo e´ feita uma descric¸a˜o pormenorizada da teoria estoca´stica
do aprisionamento radiativo, para vapores ato´micos. As grandezas principais desta
teoria, resultante da representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla, como a probabilidade de
reabsorc¸a˜o dos foto˜es de gerac¸a˜o n, a probabilidade de existeˆncia de foto˜es de gerac¸a˜o
n, a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas das diversas gerac¸o˜es, os decaimentos
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de intensidade em diversas condic¸o˜es, o rendimento global de emissa˜o e o tempo
efectivo de aprisionamento, entre outros, sa˜o aqui deduzidos e apresentados. De
seguida, e´ feita a ana´lise aos efeitos da considerac¸a˜o de redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias no aprisionamento radiativo e a sua inclusa˜o na descric¸a˜o estoca´stica
deste feno´meno.
O quarto cap´ıtulo consiste na aplicac¸a˜o pra´tica da teoria estoca´stica a` modeli-
zac¸a˜o do aprisionamento radiativo. Sa˜o descritos os modelos utilizados, assim como
os algoritmos, para simular o feno´meno a uma e a treˆs dimenso˜es. Como modo
de demonstrar a concordaˆncia entre os resultados experimentais e os do modelo
teo´rico, sa˜o comparados resultados de simulac¸o˜es em condic¸o˜es realistas de redistri-
buic¸a˜o completa e parcial de frequeˆncias com resultados experimentais retirados da
literatura, relativos a ce´lulas apenas com mercu´rio e com mercu´rio e a´rgon.
O cap´ıtulo 5 consiste numa abordagem ao facto de o aprisionamento radiativo
ter um cara´cter marcado de movimento superdifusivo, o que lhe confere caracter´ıs-
ticas especiais. As propriedades gerais de um movimento de difusa˜o ano´mala, quer
de subdifusa˜o, quer de superdifusa˜o sa˜o discutidas e e´ demonstrada a sua aplicabili-
dade ao caso concreto do aprisionamento radiativo. E´ dada especial eˆnfase ao caso
particular do aprisionamento em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias,
pondo em evideˆncia as grandezas onde o cara´cter superdifusivo se manifesta.
O cap´ıtulo sexto e u´ltimo compila as principais concluso˜es atingidas neste tra-
balho.
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Cap´ıtulo 2
Interacc¸a˜o da radiac¸a˜o com meios
ato´micos
A interacc¸a˜o entre a radiac¸a˜o e a mate´ria e´ um tema amplamente estudado, mas
em constante desenvolvimento. Desde ha´ va´rios se´culos que as propriedades da luz
teˆm sido objecto de estudo. Neste cap´ıtulo, sa˜o discutidos os feno´menos principais
que ocorrem quando a radiac¸a˜o interage com um meio ato´mico. Nesta abordagem,
de cariz maioritariamente cla´ssico, o a´tomo e´ tratado tendo por base o modelo do
oscilador harmo´nico e a radiac¸a˜o e´ encarada como uma onda electromagne´tica.
E´ dada particular atenc¸a˜o ao caso em que, durante um processo de absorc¸a˜o e
posterior emissa˜o de radiac¸a˜o por um a´tomo, aquela sofre redistribuic¸a˜o de frequeˆn-
cia. Esta redistribuic¸a˜o pode ser completa ou parcial, dependendo das condic¸o˜es
f´ısicas existentes, nomeadamente da relac¸a˜o entre a taxa de decaimento radiativo
e colisional. Essas condic¸o˜es sa˜o analisadas e alguns efeitos da redistribuic¸a˜o em
frequeˆncias no feno´meno global da interacc¸a˜o dos a´tomos com a radiac¸a˜o sa˜o explo-
rados.
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2.1 Interacc¸a˜o dos a´tomos com a radiac¸a˜o
H. A. Lorentz, no seu livro de 1952, “A teoria dos Eelctro˜es” [Lorentz 1952],
sintetizou o caso cla´ssico da interacc¸a˜o da radiac¸a˜o com o a´tomo. A situac¸a˜o mais
simples refere-se ao modelo de dois n´ıveis energe´ticos, sendo este o considerado nesta
discussa˜o.
A radiac¸a˜o e´ descrita por um campo electromagne´tico cla´ssico, em que a parte
ele´ctrica corresponde a` parte real da descric¸a˜o complexa do campo e e´ dada por:
E = Re(Eeiωt)εˆ = E cos(ωt)εˆ, (2.1)
sendo E a amplitude do campo ele´ctrico, ω a sua frequeˆncia angular e εˆ representa
o vector unita´rio que define a direcc¸a˜o do campo ele´ctrico.
A descric¸a˜o ba´sica e mais simples da interacc¸a˜o da radiac¸a˜o com a mate´ria esta´
assente num modelo em que os a´tomos sa˜o formados por um electra˜o e um ia˜o mono-
positivo. Estes exercem uma atracc¸a˜o mu´tua por acc¸a˜o da parte ele´ctrica da forc¸a
de Lorentz existente entre eles. A parte magne´tica desta forc¸a pode desprezar-se
uma vez que, em condic¸o˜es usuais da ocorreˆncia de feno´menos o´pticos, as part´ıculas
na˜o apresentam velocidades de ordem de grandeza suficientemente elevada de modo
a serem sentidos efeitos relativistas.
As equac¸o˜es de movimento do ia˜o e do electra˜o sa˜o dadas pela segunda lei de
Newton:
me
d2re
dt2
= eE(re, t) + Fi/e(rei)
mi
d2ri
dt2
= eE(ri, t) + Fe/i(rei), (2.2)
onde eE(re,i, t) representa a forc¸a ele´ctrica exercida no electra˜o/ia˜o devido ao campo
electromagne´tico externo onde o a´tomo esta´ inserido, Fi/e(rei) representa a forc¸a
ele´ctrica que o ia˜o exerce no electra˜o (sendo Fe/i(rei) o seu par) e me,i corresponde
a` massa do electra˜o/ia˜o. Uma vez que a massa do ia˜o e´ bastante superior a` do
electra˜o, a acelerac¸a˜o do primeiro torna-se despreza´vel quando comparada com a do
segundo. A forc¸a ele´ctrica existente entre o nu´cleo e o electra˜o e´ suficientemente forte
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para restringir os movimentos do electra˜o a pequenas excurso˜es em torno do nu´cleo,
enquanto este e´ considerado aproximadamente em repouso [Milonni e Eberly 1988].
As equac¸o˜es de movimento do electra˜o e do ia˜o podem reduzir-se a` equac¸a˜o do
centro de massa do sistema ia˜o/a´tomo, em que a origem do referencial coincide
praticamente com a posic¸a˜o do nu´cleo do a´tomo
(
R = mere+miri
me+mi
' ri
)
, sendo a
posic¸a˜o do electra˜o definida relativamente a este como x e a massa reduzida do
sistema praticamente coincidente com a massa do electra˜o
(
m = memi
me+mi
' me
)
.
m
d2x
dt2
= eE(R, t) + Fi/e(x) (2.3)
Assim, a equac¸a˜o do centro de massa dos sistema e´ praticamente coincidente com
a equac¸a˜o de movimento do electra˜o, definida relativamente ao nu´cleo do a´tomo.
Lorentz assumiu a hipo´tese, verificada a posteriori, de a forc¸a ele´ctrica Fi/e ser
uma forc¸a do tipo ela´stico, ou seja, assumiu que o electra˜o reagiria a um campo
electromagne´tico externo como se estivesse ligado ao ia˜o por uma mola e oscilasse
em torno do nu´cleo do a´tomo. Este modelo de funcionamento do a´tomo em presenc¸a
de radiac¸a˜o externa e´ apelidado de modelo do electra˜o oscilador.
A considerac¸a˜o do modelo de Lorentz pode ser contabilizada pela substituic¸a˜o
de Fi/e(x) por −kmolax em que kmola e´ a constante ela´stica da “mola” e, assumindo o
electra˜o como um oscilador harmo´nico simples, tem o valor demeω
2
0. O paraˆmetro ω0
corresponde a` frequeˆncia natural de oscilac¸a˜o do electra˜o. A equac¸a˜o do movimento
e´ enta˜o estabelecida como:
d2x
dt2
+ ω20x =
e
m
E(t,R). (2.4)
O electra˜o pode ser encarado como um oscilador harmo´nico, formando com o ia˜o
positivo um dipolo ele´ctrico com momento dipolar d = −e · x , onde x aponta no
sentido do nu´cleo para o electra˜o.
Uma das propriedades ba´sicas dos dipolos osciladores e´ a emissa˜o de radiac¸a˜o
electromagne´tica, devido a` sua vibrac¸a˜o. Nas expresso˜es anteriores, o campo ele´c-
trico do dipolo na˜o foi tomado em conta. Para tal, e´ necessa´rio considerar o fluxo
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de energia que atravessa o sistema e considerar que, em estado estaciona´rio, a ener-
gia se mante´m constante ao longo do tempo. Como o oscilador tem um centro de
oscilac¸a˜o praticamente fixo, a conservac¸a˜o local da energia e´ expressa na seguinte
equac¸a˜o [Born e Wolf 1959, Allen e Eberly 1987]:
∇ · S+ ∂Uem
∂t
+
∂Umat
∂t
= 0. (2.5)
Nesta expressa˜o, S e´ o vector de Poynting, Uem representa a densidade de energia
do campo electromagne´tico da radiac¸a˜o externa e Umat e´ a densidade de energia da
mate´ria. O vector de Poynting representa a densidade de energia que atravessa por
segundo uma a´rea unita´ria normal a` direcc¸a˜o de propagac¸a˜o do campo, ou seja,
e´ a taxa instantaˆnea de variac¸a˜o do fluxo de energia por um a´rea unita´ria duma
superf´ıcie delimitadora do meio ato´mico. Assim, para conhecer o fluxo de energia
que atravessa essa superf´ıcie procede-se a` integrac¸a˜o do vector de Poynting no volume
definido por essa curva. Procedendo deste modo para determinar o fluxo de energia
que atravessa a superf´ıcie esfe´rica delimitadora de um a´tomo , obte´m-se:∫
A
S · n dS + ∂Wem
∂t
+
∂Wmat
∂t
= 0. (2.6)
Na expressa˜o acima deduzida os termos Wem e Wmat referem-se a` energia asso-
ciada ao campo electromagne´tico externo e a` mate´ria, respectivamente. O integral∫
V
∇ · S dV foi substitu´ıdo pelo integral sobre a superf´ıcie fechada A que delimita o
volume V , de acordo com o teorema de Gauss.
No intuito de resolver a Eq. 2.6, torna-se necessa´rio recorrer a` assunc¸a˜o (a ser
justificada posteriormente) que as oscilac¸o˜es electro´nicas no a´tomo sa˜o muito mais
ra´pidas que o decaimento radiativo dos dipolos, i.e., 2pi
ω0
¿ τ0, sendo τ0 o tempo de
vida radiativo dos dipolos osciladores. Neste cena´rio, duas consequeˆncias principais
emergem; primeira, a quantidade de energia electromagne´tica no interior do volume
considerado varia lentamente (a sua derivada e´ aproximadamente nula), resultando
numa contribuic¸a˜o despreza´vel do termo ∂Wem
∂t
; segunda, as oscilac¸o˜es dos dipolos
sa˜o quase perfeitamente harmo´nicas e a sua energia e´ descrita por:
Wmat (t) = mω
2
0〈x2 (t)〉. (2.7)
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〈x2(t)〉 denota uma me´dia sobre alterac¸o˜es na posic¸a˜o muito ra´pidas, devido a`s
oscilac¸o˜es em torno da posic¸a˜o de equil´ıbrio.
Uma expressa˜o para a quantidade de energia irradiada por um dipolo, que escapa
do volume V , cuja fronteira e´ a superf´ıcie A e´ dada por [Born e Wolf 1959]:∫
A
S · n dS = 2
3c3
[
d2d
dt2
]2
(2.8)
Esta expressa˜o pode ser transformada, tendo em conta a definic¸a˜o do momento
dipolar ele´ctrico e calculando a sua segunda derivada em ordem ao tempo.∫
A
S · n dS = 2e
2ω40
3c3
〈x2 (t)〉. (2.9)
Pela ana´lise das relac¸o˜es expressas em 2.7 e 2.9, pode concluir-se que o fluxo de
energia libertado pelo dipolo oscilador e´ proporcional a` energia do pro´prio dipolo,
como visto em: ∫
A
S · n dS = 2e
2ω20
3m c3
Wmat (t) . (2.10)
Uma vez que dWem/dt ' 0, ou seja, que a energia fornecida pelo campo externo
se mante´m praticamente constante durante o tempo de oscilac¸a˜o do electra˜o, o dipolo
oscila e radia. Assim, substituindo o valor do fluxo energe´tico do dipolo na Eq. 2.6,
chega-se a uma expressa˜o muito simples para a energia do dipolo
∂Wmat
∂t
= − 2
τ0
, (2.11)
onde a taxa de decaimento e´ dada por 2/τ0 = 2e
2w20/(3mc
3). Rearranjando esta
expressa˜o para 3mc
3
2pie2ω0
· 2pi
ω0
= τ0 e´ posta em evideˆncia a relac¸a˜o entre o tempo de
decaimento do dipolo e o tempo em que as suas oscilac¸o˜es ocorrem. O factor 3mc
3
2pie2ω0
e´, para qualquer espe´cie ato´mica considerada, muito superior a 1 (para o a´tomo
de hidroge´nio, considerando a primeira transic¸a˜o da se´rie de Balmer, de frequeˆncia
ν = 4, 57 × 1014 Hz, este factor vale cerca de 3 × 1020), pelo que 2pi
ω0
¿ τ0, ou seja,
as oscilac¸o˜es dipolares sa˜o muito mais ra´pidas do que o tempo do seu decaimento
radiativo. Este foi o pressuposto feito no in´ıcio da deduc¸a˜o da expressa˜o da energia
do dipolo, que se veˆ agora confirmado.
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A soluc¸a˜o para a equac¸a˜o da energia do dipolo e´, simplesmente:
Wmat(t) = Wmat(0)e
− 2t
τ0 . (2.12)
A energia radiativa emitida por um dipolo oscilante decai exponencialmente, no
aˆmbito das aproximac¸o˜es feitas.
A equac¸a˜o de movimento do dipolo pode ser agora reescrita tendo em conta a
energia radiativa libertada pelo pro´prio dipolo, sendo que a Eq. 2.4 se transforma
em
d2x
dt2
+
2
τ0
dx
dt
+ ω20x =
e
m
E(t,R), (2.13)
onde o termo 2
τ0
dx
dt
introduz um efeito de amortecimento na oscilac¸a˜o electro´nica.
2.2 Interacc¸a˜o ato´mica com um campo ressonante
Uma das situac¸o˜es mais importantes da interacc¸a˜o entre a´tomos e radiac¸a˜o e´
aquela onde o campo externo tem uma frequeˆncia angular ω muito pro´xima da
frequeˆncia angular de vibrac¸a˜o do dipolo ω0. Esta semelhanc¸a nas frequeˆncias leva
a efeitos de ressonaˆncia.
A soluc¸a˜o da Eq. 2.13 e´ dada por [Thorne et al 1999]:
x(t) =
e
m
E e
iωt
(ω20 − ω2) + 2iω/τ0
εˆ. (2.14)
Com base neste resultado determina-se a expressa˜o do ı´ndice de refracc¸a˜o com-
plexo, onde a parte imagina´ria nI(ω) esta´ relacionada com o coeficiente de absorc¸a˜o
k(ω) por [Milonni e Eberly 1988, Thorne et al 1999]:
k(ω) = 2ωnI(ω)/c. (2.15)
A parte imagina´ria do ı´ndice de refracc¸a˜o, com Γr = 1/τ0 e´ representada por
[Milonni e Eberly 1988, Thorne et al 1999]:
nI(ω) =
e2N
²0m
ωΓr
(ω20 − ω2)2 + 4ω2Γ2r
. (2.16)
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A considerac¸a˜o de um campo externo praticamente ressonante com as frequeˆncias
de oscilac¸a˜o do dipolo ele´ctrico, implica que as frequeˆncias ω e ω0 sa˜o muito pro´ximas.
Assim, e´ poss´ıvel simplificar o termo ω20 − ω2 para: ω20 − ω2 = (ω0 + ω)(ω0 − ω) '
2ω(ω0 − ω). Em adic¸a˜o a esta alterac¸a˜o, ha´ ainda a considerar que o coeficiente de
absorc¸a˜o e´ usualmente descrito em termos de frequeˆncia linear e na˜o angular, o que
implica a substituic¸a˜o ω → 2piν.
A cada frequeˆncia natural de oscilac¸a˜o diferente pode atribuir-se um valor f
da forc¸a do oscilador. Este paraˆmetro e´ emp´ırico e representa o nu´mero efectivo
de electro˜es por a´tomo para a transic¸a˜o particular associada com a absorc¸a˜o de
radiac¸a˜o de frequeˆncia ω0. A densidade nume´rica de espe´cies ato´micas deve ser
enta˜o substitu´ıda por Nf . Comportando as treˆs alterac¸o˜es na expressa˜o de nI(ω),
o coeficiente de absorc¸a˜o vira´:
k(ν) =
e2Nf
4pi²0mc
Γr/(2pi)
(ν0 − ν)2 + [Γr/(2pi)]2 . (2.17)
Figura 2.1 : Perfil espectral Lorentziano.
A expressa˜o do coeficiente de absorc¸a˜o tem a forma de uma distribuic¸a˜o de Lo-
rentz, com uma largura a meia altura dada por ∆νn = Γr/(2pi), como se observa
na Fig. 2.1 (o ı´ndice n significa natural, sendo a origem do termo explicada na
secc¸a˜o seguinte). Esta expressa˜o tem um valor ma´ximo quando ν = ν0 e decresce
rapidamente quando a frequeˆncia do campo externo se afasta da frequeˆncia de osci-
lac¸a˜o do electra˜o, evidenciando a absorc¸a˜o que ocorre quando o campo e´ ressonante.
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A emissa˜o posterior a` absorc¸a˜o ocorre a` mesma frequeˆncia e o perfil espectral de
emissa˜o tem, como sera´ discutido de seguida, a mesma forma que o de absorc¸a˜o, ou
seja, e´ uma linha alargada, com um perfil Lorentziano.
2.3 Func¸o˜es de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias
2.3.1 Mecanismos de alargamento da linha
Os a´tomos oscilam a` sua frequeˆncia natural e na presenc¸a de um campo elec-
tromagne´tico externo de frequeˆncia pro´xima da sua natural absorvem energia que,
algum tempo depois (em me´dia τ0), emitem sobre a forma de radiac¸a˜o. Este feno´-
meno ocorre com um perfil espectral alargado, como se verifica pela expressa˜o do
coeficiente de absorc¸a˜o. Os mecanismos f´ısicos que esta˜o na origem do alargamento
das riscas sa˜o discutidos nesta secc¸a˜o. Adoptando agora um ponto de visto quaˆn-
tico, quando o campo externo apresenta uma frequeˆncia ν0 e os n´ıveis de energia do
electra˜o no a´tomo entre os quais se pode dar a transic¸a˜o electro´nica apresentam uma
diferenc¸a de valores igual a hν (sendo h a constante de Planck), ocorre absorc¸a˜o da
excitac¸a˜o e posterior emissa˜o a` mesma frequeˆncia (apo´s um tempo cujo valor me´dio
e´ τ0). O mecanismo de alargamento do que seria um perfil de emissa˜o infinitamente
estreito centrado em ν0 e´ descrito de seguida.
Tomando como refereˆncia o modelo ato´mico de dois n´ıveis de energia, verifica-se
que quando ha´ libertac¸a˜o de radiac¸a˜o por parte do a´tomo, este passa do n´ıvel de
energia superior para o n´ıvel inferior. O n´ıvel superior apresenta um tempo de vida
natural me´dio para a retenc¸a˜o da energia, enquanto que o inferior (no caso do modelo
de dois n´ıveis, o inferior e´ o n´ıvel fundamental) apresenta um tempo de vida infinito.
A existeˆncia desse tempo finito associado ao n´ıvel superior implica, de acordo com
o Princ´ıpio da Incerteza de Heisenberg, uma incerteza associada a` sua medic¸a˜o.
Essa e´ da ordem de grandeza do pro´prio tempo de vida de decaimento radiativo.
Deste modo, surge tambe´m uma incerteza nos valores de energia correspondente a`
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diferenc¸a entre os n´ıveis envolvidos na transic¸a˜o, uma vez que:
∆E ·∆t = h¯⇔ ∆E = h¯/∆t. (2.18)
Esta incerteza associada a` energia, vai traduzir-se tambe´m numa incerteza asso-
ciada a` frequeˆncia da radiac¸a˜o libertada na transic¸a˜o entre os dois n´ıveis energe´ticos,
originando assim um alargamento da risca espectral. Uma vez que E = hν, a in-
certeza associada a` frequeˆncia da radiac¸a˜o envolvida na transic¸a˜o electro´nica sera´
∆ν = ∆E/h. Por sua vez, esta incerteza dependera´ de τ0 pela relac¸a˜o de Heinsen-
berg, pelo que [Molisch e Oehry 1998]:
∆νn = h¯/(h∆t) =
h/(2pi)
τ0h
=
1
2piτ0
(2.19)
No caso do n´ıvel inferior na˜o ser o fundamental, a expressa˜o transforma-se em
∆νn = 1
2pi
(
1
τs
+ 1
τi
)
, onde os ı´ndices s e i referem-se aos n´ıveis superior e inferior,
respectivamente.
O perfil espectral de emissa˜o desenhado nestas condic¸o˜es corresponde a uma li-
nha Lorentziana, com uma largura a meia altura, FWHM (o termo anglo-saxo´nico
e´ full width at half maximum), de ∆νn ou Γr/(2pi). Este paraˆmetro e´ o mesmo que
para o perfil do coeficiente de absorc¸a˜o. O mecanismo descrito ate´ aqui e´ conhecido
como alargamento natural da risca.
Dependendo das condic¸o˜es de pressa˜o e temperatura, os a´tomos excitados podem
sofrer um nu´mero varia´vel de interacc¸o˜es com outras espe´cies antes de deca´ırem
radiativamente. O tipo e efeito das interacc¸o˜es ou coliso˜es sofridas depende do tipo
de part´ıculas com que ocorrem e da distaˆncia a que as interacc¸o˜es se tornam efectivas.
Em primeiro lugar e´ importante definir o que acontece quando um a´tomo excitado
sofre uma colisa˜o. Neste ponto, sera´ apenas discutido o efeito das coliso˜es ela´sticas,
que na˜o alteram o valor da energia do a´tomo excitado. As coliso˜es inela´sticas, que
alteram essa energia, podendo provocar extinc¸a˜o na˜o radiativa da energia absorvida
pelo a´tomo na˜o sera˜o aqui discutidas.
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No aˆmbito das coliso˜es ela´sticas de a´tomos excitados podem definir-se duas si-
tuac¸o˜es limite [Milonni e Eberly 1988, Thorne et al 1999]. Por um lado, o caso em
que as coliso˜es sa˜o perturbac¸o˜es ta˜o ra´pidas que podem ser assumidas praticamente
instantaˆneas, ou seja, em que t0 ¿ τc, sendo t0 o tempo de durac¸a˜o da colisa˜o e τc
o tempo me´dio entre duas coliso˜es consecutivas. Esta situac¸a˜o e´ conhecida como a
aproximac¸a˜o de impacto e esta´ assente em duas assunc¸o˜es ba´sicas: a primeira e´ de
que cada colisa˜o ocorre apenas com um perturbador, ou seja, envolve apenas dois
a´tomos – colisa˜o bina´ria, e a segunda prende-se com o facto de se considerar que
o trajecto do a´tomo radiante e´ praticamente inalterado pela interacc¸a˜o. Admite-se
que a colisa˜o causa uma interrupc¸a˜o abrupta instantaˆnea na fase, o que provoca uma
descorrelac¸a˜o entre as fases de oscilac¸a˜o antes e apo´s a colisa˜o. Essa descorrelac¸a˜o
causa a quebra de correlac¸a˜o entre as fases da radiac¸a˜o absorvida e reemitida.
No extremo oposto, o conceito de colisa˜o esta´ relacionado com o de uma per-
turbac¸a˜o cont´ınua no tempo. Na˜o se considera uma distaˆncia entre perturbadores
varia´vel, mas antes um quadro quase fixo em que cada part´ıcula vai interagir com o
a´tomo radiante. Este caso limite e´ identificado como a aproximac¸a˜o quasi-esta´tica
ou teoria estat´ıstica. Ambas as aproximac¸o˜es referem-se a interacc¸o˜es em que na˜o
ocorre transic¸a˜o electro´nica do estado excitado para outro. Antes de discutir as
condic¸o˜es de validade de cada um deste modelos, importa reflectir sobre o tipo de
perturbadores, de espe´cies colisionais envolvidas nas coliso˜es.
Os perturbadores podem ser part´ıculas carregadas – electro˜es ou io˜es –, a´tomos
da mesma espe´cie e a´tomos de outras espe´cies qu´ımicas. Cada um destes pertur-
badores interage de modo diferente com os a´tomos excitados. Genericamente, essa
interacc¸a˜o e´ descrita por um potencial do tipo:
V (r) =
∑
k
Ckr
−k ' Cn
rn
, (2.20)
onde n corresponde ao primeiro termo do somato´rio na˜o despreza´vel, Cn e´ uma
constante correspondente ao termo de ordem n e r refere-se a` distaˆncia entre as
duas part´ıculas. Os termos seguintes a n correspondem a interacc¸o˜es de menor
alcance, pelo que podem ser desprezadas, quando comparadas com o termo em n
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[Thorne et al 1999].
No caso de a part´ıcula perturbadora ser carregada, o a´tomo excitado e´ perturbado
pelo seu campo ele´ctrico e a interacc¸a˜o e´ denominada de efeito de Stark quadra´tico.
O valor do coeficiente n e´ 4 (excepto para io˜es do a´tomo de hidroge´nio, em que n = 2
e a interacc¸a˜o se designa por efeito de Stark linear). A interacc¸a˜o com part´ıculas
carregadas provoca o alargamento assime´trico da linha e o desvio da frequeˆncia
central para valores menores [Thorne et al 1999].
No caso da part´ıcula carregada ser um a´tomo da mesma espe´cie qu´ımica que a
espe´cie radiante, a interacc¸a˜o chama-se de ressonante e´ do tipo dipolo-dipolo, onde
o potencial de interacc¸a˜o depende do inverso do cubo da distaˆncia que separa as
part´ıculas interactuantes, ou seja, o paraˆmetro n vale 3. Este tipo de interacc¸a˜o
provoca perfis espectrais simetricamente alargadas e sem desvios do centro de linha
[Thorne et al 1999].
Para o u´ltimo caso de interesse, em que o perturbador e´ uma part´ıcula neutra, de
uma espe´cie qu´ımica diferente da do a´tomo excitado, a interacc¸a˜o deve-se a`s forc¸as
de van der Waals, e resulta da interacc¸a˜o entre o dipolo da espe´cie radiante e o
dipolo instantaˆneo por este induzido. Esta interacc¸a˜o e´ de muito curto alcance, pelo
que ocorre numa regia˜o onde, ale´m das forc¸as atractivas, as forc¸as repulsivas entre
os dois a´tomos tambe´m se fazem sentir. O potencial que descreve esta interacc¸a˜o e´
do tipo Lennard-Jones, com um termo atractivo e um repulsivo: V (r) = C6/r
6 −
C12/r
12, com ambos os coeficientes positivos. O termo dominante e´ o da sexta
poteˆncia da distaˆncia. O potencial manifesta ser praticamente insens´ıvel ao valor
concreto de n escolhido para o termo repulsivo e este pode ser mesmo ignorado para
distaˆncias interato´micas superiores a cerca de dois raios ato´micos me´dios, ou seja,
para regio˜es onde na˜o ocorra sobreposic¸a˜o da nuvem electro´nica dos a´tomos (de
notar que a distaˆncia me´dia entre dois a´tomos num vapor ato´mico em condic¸o˜es de
pressa˜o e temperatura normais (PTN) e´ cerca de 10 vezes superior ao valor me´dio
de dois raios ato´micos – cerca de 3 nm para comparar com os 0,3 nm de diaˆmetro
ato´mico). A interacc¸a˜o de van der Waals provoca um desvio da frequeˆncia central
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para valores mais pequenos e um alargamento assime´trico em torno dessa frequeˆncia
[Royer 1980, Thorne et al 1999].
A validade da aproximac¸a˜o de impacto ou da teoria estat´ıstica e´ aferida pelo
raio de Weisskopf ρW , paraˆmetro de impacto cr´ıtico, que indica a distaˆncia ma´xima
entre part´ıculas para a qual a interacc¸a˜o se faz ainda sentir [Sobel’man et al 1995,
Thorne et al 1999]. Essa distaˆncia depende do tipo de perturbador envolvido na
colisa˜o com a espe´cie excitada (pelo paraˆmetro C ′n) e da velocidade relativa das
espe´cies envolvidas na interacc¸a˜o, atrave´s da expressa˜o ρW = (2piC
′
n/vrel)
1/(n−1).
Podem ser referidos quatro casos t´ıpicos de valores de ρW . Para condic¸o˜es espec´ıficas
de um plasma, consideram-se que os perturbadores sa˜o electro˜es a uma temperatura
de 10000 K, situac¸a˜o em que a velocidade me´dia relativa de aproximac¸a˜o entre estes
e as espe´cies excitadas e´ cerca de 6×105 ms−1, o que faz com que o raio de Weisskopf
seja a` volta de 0,15 nm. Para io˜es com uma massa ato´mica relativa de cerca de 60 ua,
a` mesma temperatura, a velocidade me´dia e´ de cerca de 2000 ms−1 e ρW ∼ 1 nm.
Os dois tipos de perturbadores provocam uma interacc¸a˜o de Coulomb e originam o
efeito de Stark quadra´tico. A interacc¸a˜o com a´tomos neutros de espe´cie diferente
da radiante e massa ato´mica relativa de cerca de 60 ua, a` temperatura ambiente,
ocorre com uma velocidade relativa me´dia de cerca de 300 ms−1. Esta interacc¸a˜o
de van der Waals tem um alcance bastante curto, sendo ρW na ordem de 0,5 nm.
Por fim, o caso de interacc¸o˜es com espe´cies ressonantes a` temperatura ambiente,
manifesta o seu cara´cter de mais longo alcance que as forc¸as de van der Waals, visto
o raio de Weisskopf rondar os 2 a 4 nm, dependendo da temperatura das espe´cies
[Thorne et al 1999].
O crite´rio de validade de cada uma das aproximac¸o˜es acima mencionadas, a teoria
de impacto e a aproximac¸a˜o quasi-esta´tica, prende-se com a relac¸a˜o entre a diferenc¸a
de frequeˆncias ao centro de linha e o raio de Weisskopf. A aproximac¸a˜o de impacto e´
va´lida quando a diferenc¸a de frequeˆncias e´ pequena, ou seja, para o centro da linha,
enquanto que a quasi-esta´tica e´ va´lida para as asas do perfil [Thorne et al 1999].
No entanto, o valor concreto da frequeˆncia a partir da qual deixa de ser considerado
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centro de linha e passa a considerar-se asas da distribuic¸a˜o varia consoante o tipo
de part´ıculas interactuantes. O crite´rio mais rigoroso de definic¸a˜o de validade da
aproximac¸a˜o de impacto e´, enta˜o [Sobel’man et al 1995, Thorne et al 1999]:
|ν0 − ν| < vrel
2piρW
∼
(
vrel
C ′n
)1/(n−1)
, (2.21)
tendo as grandezas C ′n e v os significados ja´ mencionados. Quanto maior for o termo
da direita, maior sera´ a gama de aplicabilidade da teoria de impacto. Part´ıculas com
um raio de Weisskopf pequeno e uma velocidade relativa me´dia elevada interagem
com as espe´cies radiantes de um modo descrito pela teoria de impacto, ou seja, a
sua interacc¸a˜o quebra abruptamente a correlac¸a˜o entre as fases de oscilac¸a˜o do di-
polo antes e apo´s a colisa˜o, que e´ considerada instantaˆnea. A colisa˜o com electro˜es
pode ser analisada segundo esta teoria para praticamente todo o perfil espectral
alargado resultante da interacc¸a˜o, uma vez que vrel/(2piρW ) e´ da ordem de grandeza
das frequeˆncias envolvidas em transic¸o˜es na gama do vis´ıvel e ultravioleta. As in-
teracc¸o˜es com os a´tomos neutros de espe´cie diferente da do radiante em condic¸o˜es
PTN tambe´m podem ser descritas para a maioria do perfil espectral segundo a apro-
ximac¸a˜o de impacto, enquanto que as interacc¸o˜es com a´tomos ressonantes ja´ so´ o
podem ser para condic¸o˜es de pressa˜o e temperaturas menores.
A partir de valores de |ν0 − ν| superiores a vrel/(2piρW ), as interacc¸o˜es teˆm de
ser descritas segundo a luz da teoria quasi-esta´tica ou teoria estat´ıstica [Sobel’man
et al 1995, Thorne et al 1999]. As coliso˜es com io˜es com raio de Weisskopf elevado
e pequena velocidade me´dia relativa devem ser descritas a` luz desta teoria e na˜o da
de impacto.
Tendo em considerac¸a˜o que as condic¸o˜es f´ısicas de particular interesse para este
trabalho prendem-se com situac¸o˜es onde a pressa˜o, quer das part´ıculas que sofrem
excitac¸a˜o, quer de outras part´ıculas que possam ser adicionadas a`s primeiras, situa-
se sempre numa gama de valores bastante baixos (menos de 50 Pa de pressa˜o parcial
de espe´cie radiante e menos de 4000 Pa de espe´cie ato´mica na˜o radiante), pode
concluir-se acerca da validade da aproximac¸a˜o de impacto para a descric¸a˜o das
coliso˜es a´ı existentes. No que respeita a`s interacc¸o˜es com electro˜es, particularmente
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interessantes quando se procede a` excitac¸a˜o de uma amostra por aplicac¸a˜o de campo
ele´ctrico externo, a aproximac¸a˜o de impacto e´, como visto anteriormente, va´lida. A
interacc¸a˜o com os io˜es, decorrentes da ionizac¸a˜o das espe´cies ato´micas, e´ diferente de
acordo com o paraˆmetro ρW e vrel. Nas condic¸o˜es descritas acima (de v = 2000 ms
−1
e ρW = 1 nm) a aproximac¸a˜o de impacto e´ va´lida para a maioria da linha espectral.
Para io˜es com um raio de Weisskopf menor e mais lentos, essas coliso˜es teriam de
ser contabilizadas recorrendo ao me´todo da aproximac¸a˜o quasi-esta´tica.
Assim sendo, o modelo adoptado para averiguar os efeitos das coliso˜es no perfil
de emissa˜o do a´tomo radiante e´ o da teoria de impacto, onde se assumem coliso˜es
instantaˆneas e que quebram a correlac¸a˜o entre a fase da radiac¸a˜o absorvida, ou da
oscilac¸a˜o do electra˜o, e a fase da radiac¸a˜o emitida. Esta quebra de fase traduz-se
num alargamento colisional ou alargamento de pressa˜o da linha do mesmo tipo do
natural, ou seja, com uma forma Lorentziana. A largura a meia altura desta dis-
tribuic¸a˜o e´ dada por ∆νc = 1
2piτc
, sendo Γc = 1/τc a frequeˆncia de ocorreˆncia de
coliso˜es ela´sticas entre o a´tomo excitado e a outra espe´cie (o ı´ndice c referindo-se
a colisional). Relativamente ao perfil de emissa˜o surgir alargado assimetricamente
ou com um desvio relativamente a` frequeˆncia de centro de linha, nas condic¸o˜es
relevantes para o estudo do aprisionamento radiativo em vapores ato´micos, estes
efeitos na˜o se manifestam. Assim, o perfil espectral devido ao alargamento colisio-
nal surge simetricamente distribu´ıdo em torno da frequeˆncia central na˜o desviada
[Molisch e Oehry 1998].
Ao considerar a ocorreˆncia conjunta da perturbac¸a˜o colisional e do alargamento
natural, o perfil de emissa˜o resulta da convoluc¸a˜o de duas Lorentzianas, tambe´m
uma Lorentziana mas com diferente FWHM. Dado que os efeitos das coliso˜es e o
decaimento radiativo sa˜o processos estatisticamente independentes, com constantes
cine´ticas Γr e Γc, respectivamente, o paraˆmetro de largura do perfil resultante e´
∆νL = Γr+Γc
2pi
. O coeficiente de absorc¸a˜o correspondente ao alargamento natural
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e/ou colisional e´ enta˜o dado por:
kL(ν) = k
L
0
1
1 +
[
2(ν−ν0)
∆νL
]2 , (2.22)
sendo kL0 o coeficiente de absorc¸a˜o do centro de linha. No caso de existir apenas
alargamento natural, este e´ definido por kL0 = k
n
0 =
e2Nf
4pi²0mc
, como se pode concluir
da comparac¸a˜o desta equac¸a˜o com a 2.17.
Num vapor em equil´ıbrio te´rmico, a velocidade dos a´tomos tem uma distribuic¸a˜o
de Maxwell-Boltzmann. Devido ao efeito de Doppler, a frequeˆncia da radiac¸a˜o emi-
tida pelos a´tomos e´ percepcionada no laborato´rio com um desvio em relac¸a˜o ao valor
no referencial do a´tomo em repouso.
γ =
ν
(
1− v·kˆ
c
)
[
1− (v
c
)2]1/2 , (2.23)
onde γ e ν sa˜o as frequeˆncias no referencial do a´tomo e do laborato´rio, respec-
tivamente. v representa a velocidade do a´tomo e kˆ e´ definido como o vector de
propagac¸a˜o, ou seja, o vector unita´rio que representa a direcc¸a˜o da radiac¸a˜o emi-
tida.
Uma vez que a velocidade de propagac¸a˜o dos a´tomos e´ bastante menor que a
velocidade de propagac¸a˜o da radiac¸a˜o (por exemplo, para um vapor de mercu´rio a
300 K, a velocidade mais prova´vel vale 158 ms−1), os efeitos relativistas presentes
na equac¸a˜o anterior podem ser ignorados e a expressa˜o simplificada a
γ = ν − νv · kˆ
c
. (2.24)
Ale´m disso, se se assumir – muito realisticamente – que a frequeˆncia se afasta
muito pouco da frequeˆncia do centro de linha, pode considerar-se que ν v·kˆ
c
= ν0
v·kˆ
c
e mencionar o desvio causado na frequeˆncia como sendo:
∆γ = ∆ν − ν0v · kˆ
c
. (2.25)
46 Cap´ıtulo 2 - Interacc¸a˜o da radiac¸a˜o com meios ato´micos
A distribuic¸a˜o das velocidades dos a´tomos de massa m ao longo de uma di-
recc¸a˜o obedece a` distribuic¸a˜o de Maxwell-Boltzmann. O perfil espectral da radiac¸a˜o
emitida, detectado no referencial do laborato´rio vem alargado devido ao desvio de
Doppler sentido e apresenta uma forma Gaussiana. E´ conhecido por alargamento de
Doppler. A expressa˜o para esse perfil Gaussiano e´ dada por:
k(ν) = kD0 exp
[
−
(
2(ν − ν0)
∆νD
√
ln2
)2]
, (2.26)
onde kD0 e´ o coeficiente de absorc¸a˜o no centro de linha, dependente da frequeˆncia
no centro de linha e da sua largura a meia altura, dada por ∆νD = 2
c
ν0
(
2ln2kBT
m
)1/2
.
O termo (2ln2kBT/m)
1/2 = v representa a velocidade mais prova´vel dos a´tomos, a`
temperatura T .
Os treˆs principais mecanismos de alargamento de linha, natural, colisional e de
Doppler, teˆm de ser contabilizados conjuntamente para a definic¸a˜o do perfil espectral
da espe´cie radiante. Uma vez que na˜o e´ poss´ıvel considerar o efeito de cada um dos
mecanismos de alargamento da linha, visto pelo menos o natural e o de Doppler
existirem sempre que se pretenda fazer medidas do perfil observado, e´ necessa´rio
considerar a convoluc¸a˜o da forma intr´ınseca Lorentziana com o perfil de Doppler,
devido a`s transformac¸o˜es entre o referencial do a´tomo em repouso e o referencial do
observador. Este procedimento origina a distribuic¸a˜o de Voigt, que e´ expressa como
[Milonni e Eberly 1988, Molisch e Oehry 1998]:
kV (ν) = k
D
0
a
pi
∫ ∞
−∞
e−u
2
a2 +
[
2(ν−ν0)
√
ln 2
∆νD
− u
]2du. (2.27)
O paraˆmetro a mede a contribuic¸a˜o relativa de cada um dos mecanismos de
alargamento, sendo dado por a =
√
ln 2∆ν
L
∆νD
. Quanto maior este paraˆmetro, maior e´
a importaˆncia relativa da distribuic¸a˜o de Lorentz e menor a de Doppler.
Estas distribuic¸o˜es podem ser parametrizadas usando uma frequeˆncia adimen-
sional x, em substituic¸a˜o da frequeˆncia real ν. Esta frequeˆncia e´ definida em relac¸a˜o
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ao centro de linha, como sendo:
xD =
2(ν − ν0)
∆νD
√
ln(2)
xL =
2(ν − ν0)
∆νn
. (2.28)
Ale´m disto, as distribuic¸o˜es podem tambe´m ser normalizadas a uma a´rea unita´-
ria. Utilizando enta˜o a frequeˆncia adimensional para expressar as distribuic¸o˜es es-
pectrais de Lorentz, Doppler e Voigt (na expressa˜o de Lorentz x e´ xL, enquanto
que em Doppler e Voigt e´ xD) e utilizando Φ como s´ımbolo do perfil de emissa˜o
normalizado a a´rea unita´ria no referencial do laborato´rio, obte´m-se:
ΦL(x) = Φ
L
0
1
1 + x2
, com ΦL0 =
1
pi
ΦD(x) = Φ
D
0 e
−x2 , com ΦD0 =
1√
pi
(2.29)
ΦV (x) = Φ
D
0 H(a, x) = Φ
D
0
a
pi
∫ ∞
−∞
e−u
2
a2 + (x− u)2du,
onde H(a, x) e´ referida como func¸a˜o de Voigt.
Os perfis normalizados relacionam-se com os coeficientes de absorc¸a˜o atrave´s da
seguinte relac¸a˜o (a frequeˆncia esta´ expressa em termos de frequeˆncia adimensional):
k(x) = k0
Φ(x)
Φ(0)
. Os termos k0 e k(x) referem-se aos coeficientes de absorc¸a˜o ao
centro de linha e de uma frequeˆncia gene´rica x, respectivamente, e sa˜o expressos nas
unidades habituais de cm−1 ou m−1.
O perfil de Voigt apresenta propriedades de ambas as distribuic¸o˜es e pode ser
do tipo Doppler ou do tipo Lorentz, conforme o valor do paraˆmetro de Voigt. Esta
dependeˆncia e´ ilustrada na Fig. 2.2, onde a transic¸a˜o entre a distribuic¸a˜o de Lorentz
e a de Doppler esta´ bem patente. A` medida que o paraˆmetro de Voigt aumenta
o perfil assume uma forma Lorentziana, uma vez que a largura natural aumenta,
relativamente a` de Doppler. Isto verifica-se por observac¸a˜o na Fig. 2.2 que a` me-
dida que a aumenta as asas da distribuic¸a˜o, tipicamente Lorentzianas, passam a ter
uma importaˆncia superior. Quando a diminui, o perfil aproxima-se de uma forma
Gaussiana.
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Figura 2.2 : Distribuic¸o˜es espectrais de Lorentz, Voigt a = 10−4, 10−3, 10−2, 10−1 e 1 e
Doppler.
2.3.2 Redistribuic¸a˜o completa e parcial em frequeˆncias
Durante muito tempo, no estudo de feno´menos o´pticos, os autores consideraram
a existeˆncia de coereˆncia completa entre a frequeˆncia absorvida e emitida, no refe-
rencial do laborato´rio. Uma pequena nota para salientar que o termo coereˆncia aqui
empregue na˜o se refere a diferenc¸as de fase na onda electromagne´tica, mas e´ utili-
zado no sentido de a radiac¸a˜o absorvida e emitida terem a mesma frequeˆncia. Mark
Zemansky, em 1927, foi o primeiro a advertir para a poss´ıvel influeˆncia da redistri-
buic¸a˜o de frequeˆncias, quando se passava do referencial do a´tomo para o laborato´rio,
no caso de radiac¸a˜o ressonante em vapores ato´micos [Zemansky 1927]. Contudo, ate´
1932, com o trabalho de Kenty, a coereˆncia completa foi sempre considerada. Este
autor foi mais longe e foi o primeiro a incluir a redistribuic¸a˜o das frequeˆncias entre
a absorc¸a˜o e a emissa˜o da radiac¸a˜o. Feˆ-lo considerando um alargamento de Doppler
puro e os fundamentos f´ısicos por ele invocados eram ta˜o fortes que, de uma situac¸a˜o
onde na˜o se considerava qualquer redistribuic¸a˜o, passou-se para o oposto, a redistri-
buic¸a˜o completa. Isto significa que as frequeˆncias da radiac¸a˜o absorvida e emitida
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na˜o tinham qualquer relac¸a˜o. O espectro de emissa˜o e de absorc¸a˜o eram o mesmo.
Esta assunc¸a˜o e´ chamada Redistribuic¸a˜o Completa em Frequeˆncias, cujo acro´nimo
CFR deriva do termo anglo-saxo´nico Complete Frequency Redistribution. Holstein,
na deduc¸a˜o da equac¸a˜o integro-diferencial que define o feno´meno de aprisionamento
radiativo [Holstein 1947] fez uso desta assunc¸a˜o. Contudo, Holstein dispendeu um
esforc¸o considera´vel na sua justificac¸a˜o. O Apeˆndice do seu artigo original de 1947,
com aproximadamente seis pa´ginas, foi dedicado a provar que o espectro de emissa˜o
seria proporcional ao coeficiente de absorc¸a˜o e, assim, ao perfil de absorc¸a˜o. Holstein
conclui ainda que o alargamento de Doppler origina CFR, se a velocidade tiver uma
distribuic¸a˜o Maxwelliana, e que para alargamento colisional esta condic¸a˜o tambe´m
pode ser assumida com uma precisa˜o relativamente elevada. Quanto ao alargamento
natural, o quadro da redistribuic¸a˜o completa parecia mais dif´ıcil de se adaptar e apre-
sentava algumas dificuldade que na˜o foram, a` altura, superadas.
Considerando o perfil de Voigt, sa˜o observados dois comportamentos distintos:
(i) no centro de linha, onde o perfil e´ aproximadamente constante (varia num factor
de treˆs ou quatro vezes) e (ii) nas asas da distribuic¸a˜o (frequeˆncias muito afasta-
das do centro de linha), onde o perfil varia abruptamente. A regia˜o (i) apresenta
um comportamento tipo Doppler e a regia˜o (ii) manifesta um comportamento tipo
Lorentz. Este comportamento pode ser observado na Fig. 2.2.
A velocidade dos a´tomos varia durante um evento de absorc¸a˜o e emissa˜o, uma
vez que quando um fota˜o e´ absorvido, o seu momento linear e´ adicionado ao do
a´tomo. Consequentemente, em vez de mv, o momento linear do a´tomo e´ alterado
pelo do fota˜o, hk = hν
c
, e a velocidade do a´tomo e´ alterada. Para uma das linhas
de ressonaˆncia do mercu´rio (185 nm), a uma temperatura de 300 K, a raza˜o entre o
momento linear do a´tomo e do fota˜o e´ da ordem de 14000. Assim, considerando este
factor, e´ va´lido assumir que a velocidade do a´tomo permanece inalterada durante o
processo de absorc¸a˜o. Durante a reemissa˜o sucede o mesmo, com a diferenc¸a que o
momento linear do fota˜o e´ agora subtra´ıdo ao do a´tomo, em vez de somado. Deste
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modo, e´ assumido que a velocidade do a´tomo permanece praticamente constante
durante um evento de absorc¸a˜o e posterior emissa˜o. Uma vez que as frequeˆncias de
absorc¸a˜o e de emissa˜o coincidem no referencial do a´tomo em repouso e, de acordo
com a Eq. 2.25, a diferenc¸a entre a radiac¸a˜o absorvida e a emitida, no referencial
do observador, sera´ provocada pela alterac¸a˜o da direcc¸a˜o de propagac¸a˜o. Se se
puder considerar que o processo de emissa˜o e´ isotro´pico, a direcc¸a˜o de emissa˜o sera´
aleato´ria.
Devido ao perfil Lorentziano, os foto˜es com frequeˆncias elevadas sera˜o absorvidos,
principalmente, por a´tomos movendo-se lentamente. Por conseguinte, nas asas da
distribuic¸a˜o, para que a radiac¸a˜o seja absorvida, os a´tomos teˆm de possuir uma velo-
cidade muito reduzida. Quando ocorre emissa˜o, o a´tomo excitado tem praticamente
a mesma velocidade que tinha na altura da absorc¸a˜o e tem uma probabilidade muito
elevada de reemitir um fota˜o na mesma asa da distribuic¸a˜o [Frisch 1980]. Nesta si-
tuac¸a˜o, na˜o existe redistribuic¸a˜o completa da frequeˆncia, mas surge uma correlac¸a˜o
entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de emissa˜o. Verifica-se, portanto, a existeˆncia
de memo´ria parcial do evento de absorc¸a˜o pre´vio. A redistribuic¸a˜o da frequeˆncia
deixa de ser completa e passa a ser parcial, sendo esta situac¸a˜o conhecida como
Redistribuic¸a˜o Parcial em Frequeˆncias – PFR (acro´nimo do termo ingleˆs Partial
Redistribution Functions).
As condic¸o˜es de validade de CFR e PFR sa˜o discutidas de seguida com mais deta-
lhe. Existem duas condic¸o˜es f´ısicas principais que asseguram a validade da redistri-
buic¸a˜o completa em frequeˆncias em cada evento de absorc¸a˜o e posterior emissa˜o. Em
primeiro lugar, o n´ıvel energe´tico correspondente ao estado ato´mico excitado possuir
um tempo de vida natural me´dio grande o suficiente para que a espe´cie sofra um ele-
vado nu´mero de coliso˜es ela´sticas antes de emitir. Nesta situac¸a˜o, a espe´cie excitada
sofre va´rias perturbac¸o˜es na sua fase de vibrac¸a˜o e quando vai emitir, a frequeˆncia
da radiac¸a˜o libertada na˜o se apresenta correlacionada com a da radiac¸a˜o absorvida.
A segunda situac¸a˜o que tambe´m gera redistribuic¸a˜o completa ocorre quando o meio
considerado e´ muito denso. Este facto implica que as coliso˜es ela´sticas sejam muito
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frequentes, quer entre a´tomos no estado fundamental, quer envolvendo a´tomos no
estado excitado. Deste modo, o mesmo feno´meno de redistribuic¸a˜o das frequeˆncias
ocorre.
As duas situac¸o˜es anteriores resumem-se a uma u´nica, onde o factor que deter-
mina se a energia do a´tomo excitado e´ alterada ou na˜o e´ a comparac¸a˜o entre o tempo
de vida do estado excitado e o tempo me´dio que decorre entre coliso˜es. Se o segundo
for inferior ao primeiro, enta˜o as coliso˜es ela´sticas ocorrem enquanto o a´tomo esta´
excitado e provocam o alargamento do perfil espectral emitido, originando Redistri-
buic¸a˜o Completa em Frequeˆncias.
Considerando um meio ato´mico que na˜o esteja na situac¸a˜o limite supra descrita,
verifica-se a ocorreˆncia de “memo´ria” parcial dos eventos passados e existe uma re-
lac¸a˜o entre a frequeˆncia do fota˜o absorvido e libertado por uma espe´cie. Existe
uma redistribuic¸a˜o apenas parcial das frequeˆncias dos foto˜es numa vasta gama de
situac¸o˜es na˜o englobadas nas descritas anteriormente. Tomando isto em conside-
rac¸a˜o, verificam-se diferenc¸as pra´ticas importantes na previsa˜o de grandezas com
importaˆncia tanto teo´rica como experimental, relativas ao feno´meno de absorc¸a˜o e
emissa˜o de radiac¸a˜o.
O trabalho pioneiro no estudo da condic¸a˜o de PFR foi levado a cabo no campo
da Astrof´ısica. As condic¸o˜es para a existeˆncia de redistribuic¸a˜o parcial foram inicial-
mente discutidas por Zanstra em 1941, de um modo qualitativo. Apo´s algumas con-
tribuic¸o˜es neste campo, David Hummer, em 1962, reuniu e organizou a informac¸a˜o
existente e acrescentando-lhe novas funcionalidades [Hummer 1962], propondo uma
definic¸a˜o de distribuic¸o˜es espectrais que reflectissem as condic¸o˜es de PFR. O seu ar-
tigo tornou-se uma refereˆncia cla´ssica e indispensa´vel neste campo. A nomenclatura
por ele utilizada foi assumida como padra˜o pelos autores posteriores como Jeffe-
ries [Jefferies 1968], Mihalas [Mihalas 1978] e Cannon [Cannon 1985]. As func¸o˜es de
redistribuic¸a˜o em frequeˆncias sa˜o discutidas nas secc¸o˜es seguintes.
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2.3.3 Func¸o˜es de redistribuic¸a˜o dependentes do aˆngulo
Os efeitos da redistribuic¸a˜o sa˜o estudados tendo em considerac¸a˜o que uma parte
desta e´ causada pelo espectro intr´ınseco da radiac¸a˜o emitida no referencial do a´tomo
e outra parte deve-se a` transposic¸a˜o desses efeitos para o referencial do laborato´rio.
No processo de definic¸a˜o da redistribuic¸a˜o tanto no referencial do a´tomo em re-
pouso, como no do laborato´rio, torna-se necessa´rio considera´-la em termos de duas
coordenadas diferentes: frequeˆncia e direcc¸a˜o dos foto˜es. Este procedimento e´ feito
em duas fases distintas. A primeira fase compreende a considerac¸a˜o do perfil de
emissa˜o intr´ınseco das espe´cies excitadas, atendendo apenas a` alterac¸a˜o da frequeˆn-
cia de emissa˜o relativamente a` de absorc¸a˜o, no referencial do a´tomo em repouso.
Seguidamente, e´ necessa´rio operar as transformac¸o˜es necessa´rias para transpor as
func¸o˜es de redistribuic¸a˜o do referencial ato´mico para o do laborato´rio. Necessaria-
mente, tem de recorrer-se a` distribuic¸a˜o de velocidades dos a´tomos, o que causa um
desvio de Doppler, no referencial do laborato´rio, entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o
e de emissa˜o. Assim, surge uma redistribuic¸a˜o da frequeˆncia, adicionalmente a` ja´
existente no referencial ato´mico. Este efeito foi inicialmente discutido por Zanstra,
de um modo qualitativo, e desenvolvido por Hummer no seu artigo de refereˆncia
[Hummer 1962].
As frequeˆncias da radiac¸a˜o absorvida e emitida no referencial do a´tomo em re-
pouso sa˜o designadas por γ′ e γ, respectivamente. As grandezas com apo´strofo
referem-se a eventos de absorc¸a˜o e as sem apo´strofo referem-se a emissa˜o. A pro-
babilidade da radiac¸a˜o de frequeˆncia γ′ ser absorvida e´ f(γ′), enquanto que a pro-
babilidade conjunta da radiac¸a˜o absorvida com frequeˆncia γ′ seja posteriormente
emitida com frequeˆncia γ e´ representada por p(γ′, γ). Assim, a primeira func¸a˜o e´ o
perfil de absorc¸a˜o do a´tomo e a u´ltima e´ a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias.
Ambas as func¸o˜es sa˜o normalizadas, tal que
∫∞
0
f(γ′)dγ′ = 1 e
∫∞
0
p(γ′, γ)dγ′ =∫∞
0
p(γ′, γ)dγ = 1. Para estabelecer a forma concreta das func¸o˜es de redistri-
buic¸a˜o, sera˜o consideradas algumas situac¸o˜es limite [Hummer 1962, Jefferies 1968,
Mihalas 1978, Cannon 1985, Molisch e Oehry 1998].
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(I) Emissa˜o coerente com ambos os n´ıveis estreitos
A situac¸a˜o de existir emissa˜o coerente quando a transic¸a˜o electro´nica se da´ entre
dois n´ıveis infinitamente estreitos corresponde a uma transic¸a˜o em que ambos os
n´ıveis energe´ticos sa˜o esta´veis e na˜o teˆm tendeˆncia a decair, apresentando portanto
tempos de vida me´dia infinitos. Assim, na˜o ha´ alargamento natural dos n´ıveis. Ale´m
disso, na˜o existe alargamento colisional. Consequentemente, se nenhum dos n´ıveis de
energia envolvidos na transic¸a˜o sofre alargamento, a radiac¸a˜o emitida seˆ-lo-ia sempre
com a mesma frequeˆncia, produzindo um espectro constitu´ıdo por uma u´nica linha.
Ha´ coereˆncia completa entre a absorc¸a˜o e a emissa˜o, na˜o havendo lugar a qualquer
redistribuic¸a˜o das frequeˆncias no referencial ato´mico.
O perfil de absorc¸a˜o corresponde a` func¸a˜o δ, sendo f(γ′) = δ(γ′ − γ0), onde γ0
e´ a frequeˆncia correspondente a` transic¸a˜o ato´mica. O perfil de emissa˜o corresponde
a p(γ′, γ) = δ(γ′ − γ). Isto implica que a emissa˜o so´ ocorre a` mesma frequeˆncia de
absorc¸a˜o, ou seja, so´ ocorre a γ0. Verifica-se enta˜o a existeˆncia de coereˆncia completa
entre absorc¸a˜o e emissa˜o.
Esta situac¸a˜o so´ e´ interessante como caso limite uma vez que, pelo menos um
dos n´ıveis envolvidos numa transic¸a˜o electro´nica, e´ sempre alargado naturalmente.
E´ portanto, uma conjuntura puramente teo´rica, mas u´til porque permite isolar o
efeito do alargamento de Doppler puro.
(II) Emissa˜o coerente com o n´ıvel inferior estreito e o superior com
alargamento natural
Neste caso, o n´ıvel inferior e´ usualmente o do estado fundamental, uma vez que
este e´ o u´nico que na˜o apresenta um tempo de vida determinado, mas sim no qual e´
poss´ıvel o a´tomo ficar indefinidamente. Se se tratar de um estado metaesta´vel pode
considerar-se uma aproximac¸a˜o razoa´vel a este caso. O n´ıvel superior tem um tempo
me´dio de vida, o que implica que o a´tomo decaia para o seu estado fundamental, em
me´dia, ao fim deste tempo. Assim, o n´ıvel superior esta´ afectado pelo alargamento
natural causado pela incerteza associada a τ0, como explicado anteriormente. No
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quadro acima descrito esta´ a considerar-se que na˜o ocorrem coliso˜es ela´sticas, pelo
que na˜o existe alargamento colisional.
O alargamento natural do n´ıvel superior envolvido na transic¸a˜o corresponde a
um perfil de absorc¸a˜o Lorentziano, com FWHM= Γr/(2pi), como ja´ mencionado.
Dado que o a´tomo excitado na˜o sofre coliso˜es, a oscilac¸a˜o do electra˜o na˜o e´ inter-
rompida, pelo que a emissa˜o ocorre sem alterac¸a˜o da frequeˆncia do fota˜o libertado.
Consequentemente, na˜o ha´ redistribuic¸a˜o na frequeˆncia dos foto˜es absorvido e emi-
tido. O perfil de emissa˜o para esta situac¸a˜o e´, como para a (I), p(γ′, γ) = δ(γ′ − γ),
o que implica que a emissa˜o ocorre a` mesma frequeˆncia da absorc¸a˜o, sabendo que
esta apresenta um perfil Lorenztiano.
(III) Redistribuic¸a˜o completa com o n´ıvel inferior alargado colisional-
mente e o n´ıvel superior alargado radiativa e colisionalmente
Esta situac¸a˜o descreve transic¸o˜es entre um n´ıvel excitado do a´tomo e o seu es-
tado fundamental (a mesma situac¸a˜o do caso (II)), mas onde as coliso˜es assumem
um papel importante. As condic¸o˜es f´ısicas para tal acontecer esta˜o reunidas e ha´
induc¸a˜o da alterac¸a˜o do estado de vibrac¸a˜o do dipolo ele´ctrico do a´tomo excitado, de
acordo com a teoria de impacto. Consequentemente, ao decair para o estado funda-
mental o a´tomo emite foto˜es com uma frequeˆncia descorrelacionada da da radiac¸a˜o
absorvida [Mihalas 1978].
A linha espectral correspondente a` absorc¸a˜o e´ do tipo Lorentziano, onde o paraˆ-
metro de largura inclui, ale´m do alargamento natural, tambe´m o colisional, ou seja,
FWHM=Γ/(2pi) = (Γr + Γc)/(2pi).
O perfil de redistribuic¸a˜o das frequeˆncias e´ totalmente independente da frequeˆn-
cia de absorc¸a˜o, uma vez que na˜o ha´ correlac¸a˜o entre as frequeˆncias dos foto˜es
absorvidos e emitidos. Assim, o perfil de emissa˜o sera´ o mesmo que o de ab-
sorc¸a˜o [Mihalas 1978], pelo que p(γ′, γ) = f(γ).
Existe ainda um quarto caso referenciado na literatura como correspondendo a`s
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transic¸o˜es entre dois n´ıveis alargados natural e colisionalmente, em que, logicamente,
o n´ıvel inferior na˜o e´ o fundamental. Uma vez que esta situac¸a˜o na˜o apresenta inte-
resse do ponto de vista deste trabalho, em que o foco e´ a radiac¸a˜o ressonante, e na˜o
contribui para a compreensa˜o mais aprofundada da redistribuic¸a˜o no referencial do
a´tomo, na˜o sera´ alvo de atenc¸a˜o detalhada.
Considerando os treˆs quadros de condic¸o˜es f´ısicas, os mais relevantes, do ponto
de vista de mais pro´ximos da realidade, sa˜o os descritos nas situac¸o˜es (II) e (III).
O caso (I) e´ interessante para identificar o efeito de Doppler puro, mas na˜o tem
aplicabilidade.
Na maioria das situac¸o˜es de interesse pra´tico, as condic¸o˜es f´ısicas existentes na˜o
sa˜o descritas exclusivamente pelo cena´rio (II) nem pelo (III), mas sim por uma
mistura de ambos. O alargamento radiativo existe, mas normalmente existe tambe´m
uma fracc¸a˜o, mais ou menos significativa, de a´tomos que sofre coliso˜es ela´sticas que
redistribuem a frequeˆncia de emissa˜o, originando tambe´m alargamento colisional. No
entanto, se o efeito dessas coliso˜es for pouco significativo, a coereˆncia de frequeˆncias
no referencial do a´tomo na˜o e´ totalmente perdida, mas sim apenas parcialmente.
Este facto implica que nem ha´ coereˆncia completa, nem redistribuic¸a˜o completa das
frequeˆncias. Assim sendo, essa situac¸a˜o localiza-se entre os limites (II) e (III). Pode
definir-se (1 − Pc) como a fracc¸a˜o de a´tomos que se espera emitir radiac¸a˜o sem
sofrer coliso˜es que descorrelacionem as frequeˆncias de absorc¸a˜o e emissa˜o e Pc como
a fracc¸a˜o de a´tomos cujas coliso˜es por eles sofridas quebram totalmente a relac¸a˜o
entre absorc¸a˜o e emissa˜o.
(1− Pc) ' Γr
Γr + Γc
, Pc ' Γc
Γr + Γc
. (2.30)
A func¸a˜o de redistribuic¸a˜o para estas situac¸o˜es foi definida por Zanstra como:
p(γ′, γ) = (1− Pc)pII(γ′, γ) + PcpIII(γ′, γ). (2.31)
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A primeira fase de escrita das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o esta´ agora conclu´ıda. A
segunda fase passa por transformar as func¸o˜es obtidas no referencial centrado no
a´tomo para o referencial fixo do laborato´rio, considerando para tal a distribuic¸a˜o de
velocidades dos a´tomos.
Na secc¸a˜o 2.3.2 foi assumido e justificado que a velocidade dos a´tomos durante o
processo de absorc¸a˜o e posterior emissa˜o e´ aproximadamente constante. As radiac¸o˜es
absorvida e emitida teˆm direcc¸o˜es de propagac¸a˜o definidas por kˆ′ e kˆ, respectiva-
mente. Transformar a frequeˆncia de um referencial para o outro atrave´s do desvio
de Doppler resulta, como ja´ mostrado, em γ = ν − ν v·kˆ
c
.
Neste ponto e´ importante definir a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o angular g
(
kˆ′, kˆ
)
; esta
contabiliza a redistribuic¸a˜o das direcc¸o˜es de emissa˜o da radiac¸a˜o, face a` direcc¸a˜o
da radiac¸a˜o absorvida. Representa assim a probabilidade conjunta de um a´tomo
absorver um fota˜o que se desloca na direcc¸a˜o kˆ′ e emitir na direcc¸a˜o kˆ. Esta func¸a˜o
e´ normalizada para todas as direcc¸o˜es poss´ıveis, ou seja, para todos os aˆngulos so´lidos
descritos entre os dois vectores de propagac¸a˜o, de tal modo que 1
4pi
∫
4pi
g
(
kˆ′, kˆ
)
dΩ =
1
4pi
∫
4pi
g
(
kˆ′, kˆ
)
dΩ′ = 1. A distribuic¸a˜o angular pode assumir diferentes formas,
sendo as mais simples a isotro´pica e a dipolar. A primeira assume igual probabilidade
de emissa˜o para todos os aˆngulos so´lidos, enquanto que a segunda e´ dada por:
g
(
kˆ′, kˆ
)
=
3
4
(
1 + cos2 θ
)
, (2.32)
onde θ corresponde ao aˆngulo formado entre os vectores kˆ′ e kˆ.
Tendo estas considerac¸o˜es em mente, define-se a probabilidade conjunta de a
absorc¸a˜o de um fota˜o de frequeˆncia compreendida em (γ′, γ′+dγ′) e direcc¸a˜o definida,
dentro do aˆngulo so´lido dΩ′, em torno de kˆ′ e posterior emissa˜o com frequeˆncia
(γ, γ + dγ) e direcc¸a˜o dentro do aˆngulo so´lido dΩ, em torno de kˆ, no referencial em
repouso do a´tomo como sendo:
g
(
kˆ′, kˆ
)
f(γ′) p(γ′, γ)dγ′dγ
dΩ′
4pi
dΩ
4pi
. (2.33)
Se as frequeˆncias forem transpostas para o referencial do laborato´rio, a func¸a˜o
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de redistribuic¸a˜o neste referencial e´ definida pela expressa˜o seguinte:
R
(
ν ′, kˆ′; ν, kˆ
)
= g
(
kˆ′, kˆ
)
f
(
ν ′ − ν ′v · kˆ
′
c
)
p
(
ν ′ − ν ′v · kˆ
′
c
, ν − νv · kˆ
c
)
(2.34)
e representa a densidade de probabilidade da radiac¸a˜o de frequeˆncia ν ′ e direcc¸a˜o
incidente kˆ′ ser absorvida por um a´tomo de velocidade v, dando origem a` emissa˜o
de radiac¸a˜o com frequeˆncia ν e direcc¸a˜o kˆ.
A fase final da deduc¸a˜o das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o no referencial do laborato´rio
e´ ponderar a func¸a˜o com a distribuic¸a˜o de velocidades dos a´tomos (Maxwelliana).
Esta operac¸a˜o resulta em [Mihalas 1978]:
R
(
ν ′, kˆ′; ν, kˆ
)
=
1
pi
g
(
kˆ′, kˆ
)∫ ∞
−∞
exp(−u21)f(ν ′ −∆νDu1)·
·
∫ ∞
−∞
exp(−u22) p(ν −∆νD(u1 cos θ + u2sen θ), ν ′ −∆νDu1) du2du1. (2.35)
Repare-se que a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o no referencial do a´tomo pode ser facto-
rizada nas dependeˆncias angular e de frequeˆncia, como visto na Eq. 2.33, enquanto
que para a func¸a˜o no referencial do laborato´rio, este procedimento ja´ na˜o e´ poss´ıvel.
Aqui, a frequeˆncia e a distribuic¸a˜o angular esta˜o correlacionadas, devido a` integrac¸a˜o
sobre a distribuic¸a˜o de velocidades dos a´tomos levada a cabo. A independeˆncia en-
tre frequeˆncia e aˆngulo de emissa˜o no referencial do a´tomo so´ e´ va´lida quando se
considera que a radiac¸a˜o na˜o e´ polarizada. Por este motivo, a teoria cla´ssica de
Redistribuic¸a˜o Parcial em Frequeˆncias apresentada aqui, so´ e´ va´lida para a absorc¸a˜o
de luz na˜o polarizada [Hummer 1962, Cannon 1985, Stenflo 1996].
Fazendo uso da equac¸a˜o geral Eq. 2.35 e considerando os perfis de absorc¸a˜o e de
emissa˜o para cada uma das situac¸o˜es descritas em (I), (II) e (III) e´ poss´ıvel deduzir
a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o para cada um destes casos [Hummer 1962, Mihalas 1978,
Cannon 1985]. Este procedimento sera´ levado a cabo utilizando a frequeˆncia adi-
mensional definida anteriormente x, em vez da frequeˆncia real ν.
Para o caso (I), existe coereˆncia completa no referencial do a´tomo, uma vez que
na˜o ha´ alargamento natural de nenhum dos n´ıveis envolvidos na transic¸a˜o electro´-
nica. No referencial do laborato´rio surge o efeito de Doppler e a func¸a˜o de redistri-
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buic¸a˜o adopta a seguinte forma:
RI(x
′, kˆ′;x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pisen θ
· exp
[
−x2 − (x′−x cos θ
sen θ
)2]
se θ 6= 0
RI(x
′, kˆ′;x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pi1/2
δ(x− x′) exp [−x′2] se θ = 0.
(2.36)
Na situac¸a˜o (II), surgem tanto o alargamento colisional como o natural, pelo que
a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o resulta na expressa˜o seguinte, onde o paraˆmetro a e´ o
paraˆmetro de Voigt ja´ definido:
RII(x
′, kˆ′; x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pisen θ
exp
[
−1
2
(
x−x′
sen (θ/2)
)2]
·
·H
[
a
cos(θ/2)
, (x+x
′)
2 cos(θ/2)
]
se θ 6= 0
RII(x
′, kˆ′; x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pi1/2
δ(x− x′)H [a, x′] se θ = 0.
(2.37)
Para o quadro (III), sa˜o considerados os treˆs mecanismos de alargamento. A
func¸a˜o de redistribuic¸a˜o no referencial do a´tomo p(γ′, γ) e´ totalmente independente
da frequeˆncia de absorc¸a˜o, pelo que ate´ se poderia representar por p(γ). A func¸a˜o
de redistribuic¸a˜o e´
RIII(x
′, kˆ′;x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pi2
a
sen θ
∫∞
−∞
e−u
2
1H( a
sen θ
, x
sen θ
−u1 cot θ)
a2+(x′−u1)2 du1 se θ 6= 0
RIII(x
′, kˆ′;x, kˆ) = g(kˆ’,kˆ)
pi1/2
(
a
pi
)2 ·
· ∫∞−∞ e−u22 ∫∞−∞ e−u21a2+(x′−u1)2 1a2+(x′−u1−u2)2du1du2 se θ = 0.
(2.38)
O trabalho original de Hummer, em 1962, acerca da func¸a˜o de redistribuic¸a˜o
foi, como ja´ referido, base para va´rios desenvolvimentos. Jong-Sen Lee [Lee 1974,
Lee 1977, Lee 1982] complementou o trabalho de Hummer, fazendo uma reinterpre-
tac¸a˜o probabil´ıstica das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o. Lee utilizou a regra de Bayes
[Feller 1968] para obter a probabilidade condicional de emissa˜o de um fota˜o de fre-
queˆncia x e com direcc¸a˜o de emissa˜o kˆ′, dado que houve absorc¸a˜o de um fota˜o de
frequeˆncia x e direcc¸a˜o de incideˆncia kˆ. De acordo com esta regra, se R
(
kˆ′, x′; kˆ, x
)
e´ a densidade de probabilidade conjunta de
(
kˆ′, x′; kˆ, x
)
, enta˜o a probabilidade de
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emissa˜o condicional a x na direcc¸a˜o kˆ, dado que houve absorc¸a˜o a x′ da direcc¸a˜o
kˆ′ e´ dada por R
(
x | kˆ′, x′; kˆ
)
= R
(
kˆ′, x′; kˆ, x
)
/P
(
kˆ′, x′; kˆ
)
, onde P
(
kˆ′, x′; kˆ
)
e´ a
probabilidade de ocorrer emissa˜o, dado que houve absorc¸a˜o a
(
kˆ′, x′
)
. Esta proba-
bilidade e´ descrita pelo espectro de absorc¸a˜o, se se assumir que este e´ independente
da direcc¸a˜o da radiac¸a˜o absorvida. Deste modo, P
(
kˆ′, x′; kˆ
)
= Φ(x′), pelo que a
probabilidade condicional surge como:
R
(
x | kˆ′, x′; kˆ
)
=
R
(
kˆ′, x′; kˆ, x
)
Φ(x′)
. (2.39)
Uma vez que esta probabilidade de emissa˜o e´ condicional ao facto de a ab-
sorc¸a˜o ter ocorrido, vem normalizada da forma usual
∫ +∞
−∞ R
(
x|kˆ′, x′; kˆ
)
dx = 1. A
Eq. 2.39 mostra que se a probabilidade conjunta de emissa˜o e absorc¸a˜oR
(
kˆ′, x′; kˆ, x
)
pudesse ser descrita pelo produto de um espectro de absorc¸a˜o e um de emissa˜o,
i.e., as condic¸o˜es f´ısicas implicassem a existeˆncia de redistribuic¸a˜o completa em fre-
queˆncias, enta˜o R
(
x | kˆ′, x′; kˆ
)
= Φ(x
′)Φ(x)
Φ(x′) = Φ(x). Este resultado confirmaria a
existeˆncia de CFR.
As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o (condicionais) dependentes do aˆngulo para os casos
(I), (II) e (III) sa˜o representadas graficamente e os efeitos de redistribuic¸a˜o patentes
em cada uma sa˜o discutidos. O paraˆmetro de Voigt e´ escolhido considerando que
o alargamento colisional na˜o e´ fortemente sentido, uma vez que, se assim na˜o for,
a “memo´ria” dos eventos passados desvanece-se e PFR na˜o seria va´lida. Assim, o
valor de 0,001 para este paraˆmetro e´ escolhido como um valor representativo destas
condic¸o˜es [Gallagher 1996].
Os casos (I) e (II) negligenciam a existeˆncia de coliso˜es e assumem total coereˆncia
no referencial ato´mico. Uma vez que a redistribuic¸a˜o no referencial do observador
tem origem no desvio de Doppler entre as direcc¸o˜es de absorc¸a˜o e de emissa˜o, se a
emissa˜o ocorrer na mesma direcc¸a˜o do que a absorc¸a˜o (θ=0), na˜o ha´ redistribuic¸a˜o.
Isto explica a func¸a˜o δ nas expresso˜es de RI e RII , nas Eqs. 2.36 e 2.37. Para um
aˆngulo de θ = pi/2, os vectores kˆ e kˆ′ sa˜o ortogonais. Se se substituir o aˆngulo θ por
pi/2 nas expresso˜es das func¸o˜es RI e RIII obte´m-se, respectivamente, as expresso˜es
para as func¸o˜es de Doppler e Voigt (ver Eq. 2.29). Este facto leva a` conclusa˜o que,
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para este aˆngulo, a redistribuic¸a˜o e´ completa. Para todas as restantes situac¸o˜es (in-
cluindo RII para θ = pi/2) a redistribuic¸a˜o na˜o e´ completa e a emissa˜o e´ parcialmente
condicionada pela absorc¸a˜o.
Figura 2.3 : Perfil de redistribuic¸a˜o condicional RI , em func¸a˜o da frequeˆncia de absorc¸a˜o
x′ e do aˆngulo θ.
A Fig. 2.3 para a func¸a˜o condicional RI mostra que, mesmo sob condic¸o˜es de
coereˆncia completa no referencial do a´tomo, ha´ uma redistribuic¸a˜o considera´vel para
uma vasta gama de situac¸o˜es, no referencial do laborato´rio. O comportamento desta
func¸a˜o reflecte contribuic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa, assim como de coereˆncia
completa. A importaˆncia relativa de cada tipo de contribuic¸a˜o e´ ditada pelo aˆngulo
entre absorc¸a˜o e emissa˜o. Atendendo ao gra´fico para a frequeˆncia de absorc¸a˜o x′ = 0,
verifica-se que no centro de linha a emissa˜o esta´ praticamente toda redistribu´ıda;
para a frequeˆncia de absorc¸a˜o 1, na˜o e´ apresentada figura, uma vez que e´ muito
semelhante a` de x′ = 0. A` medida que se avanc¸a para as asas, aumenta a coereˆncia
entre absorc¸a˜o e emissa˜o, uma vez que a probabilidade de haver emissa˜o a` frequeˆncia
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de absorc¸a˜o e´ muito superior do que a outra frequeˆncia.
Figura 2.4 : Perfil de redistribuic¸a˜o condicional RII , em func¸a˜o da frequeˆncia de absorc¸a˜o
x′ e do aˆngulo θ.
A func¸a˜o RII esta´ graficamente descrita na Fig. 2.4. O seu comportamento e´
bastante diferente do da func¸a˜o RI . Ha´ uma diferenc¸a qualitativa na frequeˆncia
da emissa˜o observada quando a absorc¸a˜o ocorre no centro de linha ou nas asas.
Se a absorc¸a˜o acontecer no centro de linha, o comportamento e´ muito semelhante
ao observado para um efeito de Doppler puro, como na Fig. 2.3. Por outro lado,
quanto mais afastado do centro de linha, mais significativa se torna a coereˆncia entre
absorc¸a˜o e emissa˜o. Observa-se que o perfil de emissa˜o condicional torna-se centrado
na frequeˆncia de absorc¸a˜o, a` medida que esta se afasta para as asas da distribuic¸a˜o.
Para ale´m disto, mesmo para o aˆngulo de θ = pi/2, para o qual as func¸o˜es RI e RIII
apresentam redistribuic¸a˜o completa, a coereˆncia e´ revelada com o surgimento de um
segundo ma´ximo relativo ao valor da frequeˆncia de absorc¸a˜o.
A Fig. 2.5 mostra o comportamento da func¸a˜o RIII para as mesmas condic¸o˜es
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Figura 2.5 : Perfil de redistribuic¸a˜o condicionalRIII , em func¸a˜o da frequeˆncia de absorc¸a˜o
x′ e do aˆngulo θ.
das figuras anteriores. A diferenc¸a qualitativa entre RII e RIII e´ a redistribuic¸a˜o
completa no referencial do a´tomo, antes da emissa˜o. Devido a isto, a emissa˜o na
mesma direcc¸a˜o da absorc¸a˜o (θ = 0) ja´ na˜o e´ coerente no referencial do laborato´rio.
O comportamento ao centro de linha e´ similar ao da func¸a˜o RII , com a diferenc¸a
principal da existeˆncia de um pico estreito centrado na frequeˆncia de absorc¸a˜o.
Das treˆs func¸o˜es de redistribuic¸a˜o, RI possui interesse apenas teo´rico, uma vez
que a condic¸a˜o f´ısica que assume e´ irrealista. As func¸o˜es RII e RIII possuem interesse
pra´tico, dado que reflectem a situac¸a˜o de um alargamento do tipo Lorenztiano no
referencial do a´tomo, afectado pelo efeito de Doppler, quando observado de um
referencial fixo, o que e´ uma situac¸a˜o realista.
O comportamento destas func¸o˜es e´ semelhante quando a absorc¸a˜o ocorre ao
centro de linha. De modo a absorver foto˜es nesta gama de frequeˆncias, os a´tomos
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movem-se com velocidades baixas a moderadas. O efeito de Doppler na˜o e´ muito
forte a estes valores de velocidade, o que implica que os foto˜es absorvidos por estes
a´tomos tera˜o frequeˆncias muito pro´ximas da do centro de linha.
Quando a absorc¸a˜o ocorre nas asas long´ınquas da distribuic¸a˜o, resulta essencial-
mente das asas da distribuic¸a˜o de Lorentz homoge´nea. Devido a` distribuic¸a˜o te´rmica
de Maxwell-Boltzmann das velocidades ato´micas, a maioria dos a´tomos move-se a
baixas velocidades. A reemissa˜o sera´ diferente para RII e RIII , de acordo com o
seguinte: uma vez que ha´ coereˆncia completa no referencial ato´mico para a func¸a˜o
RII e a velocidade ato´mica e´ tipicamente baixa, a emissa˜o sera´ maioritariamente
coerente no referencial do laborato´rio. Para RIII , ha´ redistribuic¸a˜o completa com
o perfil de Lorentz no referencial do a´tomo, que sofre convoluc¸a˜o com o perfil de
Doppler, originando uma redistribuic¸a˜o quase completa no referencial do observa-
dor. Apesar disto, surge tambe´m alguma coereˆncia, uma vez que a velocidade dos
a´tomos e´ tambe´m baixa e o efeito de Doppler na˜o e´ muito forte.
2.3.4 Func¸o˜es de redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo
As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o presentes nas Eqs. 2.36 a 2.38 conteˆm toda a in-
formac¸a˜o relativa a` frequeˆncia e direcc¸a˜o da radiac¸a˜o incidente e emitida. Da sua
ana´lise, pode concluir-se que a dependeˆncia angular e da frequeˆncia esta˜o fortemente
interligadas. Observa-se, por exemplo, que para qualquer das func¸o˜es estudadas, os
foto˜es que sa˜o reemitidos com elevada coereˆncia espacial (em que o aˆngulo feito pe-
las direcc¸o˜es de absorc¸a˜o e de emissa˜o e´ pequeno), apresentam tambe´m uma grande
coereˆncia de frequeˆncias [Lee 1977].
No entanto, a informac¸a˜o sobre a parte angular das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o
e´ particularmente importante para o caso da radiac¸a˜o polarizada. No estudo de
luz na˜o polarizada, esta informac¸a˜o na˜o e´ fulcral. A redistribuic¸a˜o em frequeˆncias
tem consequeˆncias muito mais importantes que as correlac¸o˜es entre as direcc¸o˜es
dos foto˜es absorvidos e emitidos, uma vez que a distaˆncia que os foto˜es percor-
rem num meio ato´mico e´ altamente dependente da sua frequeˆncia (este to´pico
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sera´ discutido no pro´ximo cap´ıtulo, na secc¸a˜o 3.4.1). Este racioc´ınio leva a` con-
clusa˜o que, se de algum modo, a dependeˆncia angular puder deixar de ser expl´ıcita,
para passar a ser impl´ıcita, havera´ vantagens claras do ponto de vista de simpli-
cidade de tratamento das func¸o˜es e na˜o havera´ perda significativa de exactida˜o
[Mihalas 1978, Cannon 1985, Hubeny 1984]. Assim, e´ proposto o uso de func¸o˜es
de redistribuic¸a˜o pesadas pela dependeˆncia angular, mas integradas para todos os
aˆngulos. As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo sa˜o, portanto, uma apro-
ximac¸a˜o a`s func¸o˜es mais realistas, dependentes de x e θ, mas sa˜o uma muito boa
aproximac¸a˜o. Estudo feitos tendo em conta tanto as func¸o˜es resolvidas no aˆngulo,
quanto integradas no aˆngulo em meios homoge´neos mostram diferenc¸as despreza´veis
nos resultados obtidos com uma ou outra abordagem [Mihalas 1978].
As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo“...contabilizam completamente
a alterac¸a˜o da frequeˆncia dos foto˜es emitidos, cuja acc¸a˜o afecta crucialmente (...)
a probabilidade de escape...” [Mihalas 1978]. Esta abordagem e´ extremamente u´til,
dado que diminui em muito o esforc¸o matema´tico e computacional exigido, conside-
rando na totalidade a informac¸a˜o relativa a` redistribuic¸a˜o em frequeˆncias – a mais
relevante – e ultrapassando a dificuldade de tomar em considerac¸a˜o a informac¸a˜o
secunda´ria, relativa a` redistribuic¸a˜o angular.
O procedimento necessa´rio para obter as func¸o˜es integradas no aˆngulo passa por
integrar a Eq. 2.34 (com a dependeˆncia da velocidade) para todas as direcc¸o˜es poss´ı-
veis, (ou seja, sobre o perfil angular g(k′,k)) e depois ponderar essa grandeza com a
distribuic¸a˜o Maxwelliana de velocidades ato´micas [Hummer 1962]. Essa integrac¸a˜o
pode ser feita considerando va´rias distribuic¸o˜es angulares poss´ıveis, mas seˆ-lo-a´ com
base numa distribuic¸a˜o isotro´pica, por apresentar maior simplicidade e representar
bem a gama de condic¸o˜es f´ısicas que se pretende contemplar neste trabalho, como
sera´ discutido mais a` frente no cap´ıtulo 3.
R(ν ′, ν) =
1
4pi
∫
4pi
R
(
kˆ′, ν ′; kˆ, ν
)
dΩ′. (2.40)
Apo´s este procedimento, as func¸o˜es podem ser novamente apresentadas em ter-
mos de frequeˆncias adimensionais, pelo que se passa a considerar as func¸o˜es de
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redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo R(x′, x).
A deduc¸a˜o das expresso˜es espec´ıficas das func¸o˜es integradas no aˆngulo e´ omi-
tida, uma vez que o processo foi ja´ descrito no para´grafo anterior. Para uma
completa deduc¸a˜o destas func¸o˜es, verifique-se o artigo de 1962 de David Hum-
mer [Hummer 1962], assim como a obra de Dimitri Mihalas [Mihalas 1978].
Uma figura que pretende resumir as condic¸o˜es de validade de cada func¸a˜o e´
apresentada a seguir (Fig. 2.6). Seguidamente, sa˜o tambe´m apresentadas as formas
finais das func¸o˜es integradas no aˆngulo para os casos (I), (II) e (III).
Figura 2.6 : Esquema das condic¸o˜es em que se descrevem RI , RII e RIII .
(I) Emissa˜o coerente com ambos os n´ıveis estreitos
A situac¸a˜o (I) refere-se a` existeˆncia de apenas alargamento de Doppler no refe-
rencial do laborato´rio como visto anteriormente, uma vez que resulta de coereˆncia
completa no a´tomo. Apesar desta coereˆncia, devido ao movimento te´rmico dos
a´tomos, as frequeˆncias detectadas no laborato´rio esta˜o distribu´ıdas de uma forma
Gaussiana. Um observador so´ detecta a mesma frequeˆncia na absorc¸a˜o e emissa˜o
se a direcc¸a˜o do fota˜o emitido for a mesma do absorvido. Ora, isso so´ sucedera´
em alguns casos pontuais; na maioria das vezes em que um evento de absorc¸a˜o e
emissa˜o ocorra, as frequeˆncias sera˜o diferentes. Apesar deste facto, na˜o acontece que
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a frequeˆncia de emissa˜o seja totalmente independente da de absorc¸a˜o, como seria de
esperar em condic¸o˜es de CFR.
Suponha-se que a radiac¸a˜o absorvida tem uma frequeˆncia numa das asas da dis-
tribuic¸a˜o de Doppler. Isto significa que o a´tomo que absorve tem necessariamente
uma velocidade elevada. Devido a` coereˆncia no referencial ato´mico, a frequeˆncia da
radiac¸a˜o emitida e´ a mesma da absorvida. Uma vez que o a´tomo mante´m a sua ve-
locidade durante o processo de absorc¸a˜o e emissa˜o do fota˜o, esta mante´m-se elevada,
pelo que a probabilidade de emitir um fota˜o afastado do centro de linha e´ bastante
significativa. Muito mais do que seria em condic¸o˜es de CFR, uma vez que o perfil
espectral de Doppler e´ proporcional a e−x
2
, decaindo muito rapidamente. Este exem-
plo e´ explicativo da raza˜o de ocorreˆncia da redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias, no
aˆmbito da situac¸a˜o f´ısica de alargamento de Doppler puro.
A func¸a˜o de redistribuic¸a˜o integrada no aˆngulo para o caso (I) e´:
RI(x
′, x) =
1
2
erfc[max(|x′|, |x|)], (2.41)
onde erfc(y) representa a func¸a˜o de erro complementar. A func¸a˜o RI esta´ represen-
tada na Fig. 2.7 para va´rios valores de frequeˆncia de absorc¸a˜o.
Figura 2.7 : Func¸a˜o RI(x′, x)/ΦD(x′) para as frequeˆncias de absorc¸a˜o 0, 1, 2 e 3.
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(II) Emissa˜o coerente com o n´ıvel inferior estreito e o superior com
alargamento natural
Este quadro f´ısico traduz-se num alargamento natural e de Doppler no referencial
do laborato´rio, correspondendo a um perfil de absorc¸a˜o Lorentziano e coereˆncia com-
pleta no referencial do a´tomo. A largura de Doppler e´ normalmente muito superior
a` largura natural, apesar do seu perfil
(
1/
√
pie−x
2
)
decair muito mais rapidamente
do que o natural ([pi(1 + x2)]−1), a` medida que a frequeˆncia se afasta do centro de
linha. Assim, o centro de linha e´ dominado pelo perfil de Doppler, enquanto que as
asas sa˜o do tipo Lorentziano.
Como visto anteriormente, se a radiac¸a˜o absorvida por um a´tomo tiver uma
frequeˆncia nas asas da distribuic¸a˜o, torna-se mais prova´vel que a radiac¸a˜o emitida o
seja na mesma gama de frequeˆncias. Consequentemente, a coereˆncia de frequeˆncias
e´ praticamente mantida nas asas da linha. No centro de linha a redistribuic¸a˜o de
Doppler e´ muito forte e a incoereˆncia prevalece. Por este motivo, a frequeˆncia da
radiac¸a˜o emitida e´ parcialmente redistribu´ıda em relac¸a˜o a` absorc¸a˜o, de acordo com
a equac¸a˜o seguinte.
RII(x
′, x) =
1
pi3/2
∫ ∞
1
2
|x−x′|
e−u
2
[
tan−1
(
x+ u
a
)
− tan−1
(
x− u
a
)]
du, (2.42)
x = min(|x′|, |x|) x = max(|x′|, |x|).
Esta func¸a˜o esta´ representada na Fig. 2.8, para cinco valores de frequeˆncia de
absorc¸a˜o.
(III) Redistribuic¸a˜o completa com o n´ıvel inferior alargado colisional-
mente e o n´ıvel superior alargado radiativa e colisionalmente
Este caso corresponde a ter alargamento natural, de Doppler e colisional. As
coliso˜es afectam todos os a´tomos excitados, de modo a que haja a quebra abrupta
da fase de oscilac¸a˜o dos electro˜es e, concomitantemente, perda de correlac¸a˜o entre
as frequeˆncias dos foto˜es absorvidos e emitidos. Assim, na emissa˜o considerada
no referencial ato´mico ha´ redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias. Contudo, no
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Figura 2.8 : Func¸a˜o RII(x′, x)/ΦV (x′) com paraˆmetro de Voigt a = 0, 001 e para fre-
queˆncias de absorc¸a˜o de 0, 1, 2, 3 e 4.
referencial do laborato´rio mante´m-se alguma “memo´ria” das frequeˆncias dos foto˜es
absorvidos aquando da emissa˜o, especialmente nas asas da distribuic¸a˜o. A func¸a˜o
de redistribuic¸a˜o integrada no aˆngulo que descreve a situac¸a˜o (III) e´ [Hummer 1962,
Mihalas 1978]:
RIII(x
′, x) =
1
pi5/2
∫ ∞
0
e−u
2
[
tan−1
(
x′ + u
a
)
− tan−1
(
x′ − u
a
)]
·
·
[
tan−1
(
x+ u
a
)
− tan−1
(
x− u
a
)]
du (2.43)
A probabilidade de emissa˜o a uma certa frequeˆncia x, dado que houve absorc¸a˜o
a` frequeˆncia x′ esta´ representada graficamente na Fig. 2.9.
A situac¸a˜o descrita no caso (III), em que todos os a´tomos excitados sofrem co-
liso˜es ela´sticas na˜o e´ de todo realista. Na grande maioria das situac¸o˜es, alguns
a´tomos sofrem essas perturbac¸o˜es, mas outros na˜o. Donde se conclui que a si-
tuac¸a˜o mais realista e´, como ja´ referido, uma interme´dia entre a descrita nos pon-
tos (II) e (III). Para tomar isto em considerac¸a˜o, e´ definida uma func¸a˜o composta
por RIII e RII , cada uma na proporc¸a˜o da ocorreˆncia de coliso˜es ou na˜o, respec-
tivamente. Assim, como ja´ feito para as func¸o˜es de redistribuic¸a˜o no referencial
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Figura 2.9 : Func¸a˜o RIII(x′, x)/ΦV (x′) com paraˆmetro de Voigt a = 0, 001 e para fre-
queˆncias de absorc¸a˜o 0, 1, 2, 3 e 4.
ato´mico [Mihalas 1978, Post 1986], vem:
R(x′, x) = (1− Pc)RII(x′, x) + PcRIII(x′, x). (2.44)
Os termos Pc e 1−Pc manteˆm o significado previamente definido da probabilidade
de haver decaimento dos a´tomos excitados apo´s sofrerem coliso˜es ela´sticas e desse
decaimento na auseˆncia de coliso˜es, respectivamente.
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Cap´ıtulo 3
Teoria estoca´stica do
aprisionamento radiativo
Este cap´ıtulo foca os aspectos principais da teoria estoca´stica para o aprisio-
namento radiativo em vapores ato´micos neutros. Um modelo cine´tico simples sera´
usado como suporte para a deduc¸a˜o de va´rios paraˆmetros estoca´sticos relevantes
para o estudo do aprisionamento radiativo. Este modelo baseia-se na descric¸a˜o da
evoluc¸a˜o da excitac¸a˜o e transfereˆncia de energia num meio opticamente denso e e´
uma alternativa bastante vantajosa a` utilizac¸a˜o da equac¸a˜o integro-diferencial de
Holstein-Biberman.
A teoria estoca´stica baseia-se na descric¸a˜o probabil´ıstica do transporte de ra-
diac¸a˜o no meio considerado. Para isso, leva em considerac¸a˜o paraˆmetros f´ısicos do
sistema, tais como os espectros de absorc¸a˜o e emissa˜o das espe´cies qu´ımicas conside-
radas, a eficieˆncia de emissa˜o radiativa, a densidade nume´rica da espe´cie absorvente,
detalhes da geometria das ce´lulas e ainda da excitac¸a˜o prima´ria da mesma. Estas
quantidades f´ısicas sa˜o utilizadas para simular computacionalmente o feno´meno de
aprisionamento da radiac¸a˜o e obter as observa´veis desejadas, quer directamente,
quer atrave´s de manipulac¸a˜o alge´brica posterior a` modelizac¸a˜o.
Neste cap´ıtulo, sera´ dada especial atenc¸a˜o a`s distribuic¸o˜es espectrais de emissa˜o
e a`s condic¸o˜es f´ısicas que as influenciam. Sera´ ainda discutido em que condic¸o˜es sa˜o
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va´lidas as assunc¸o˜es de Redistribuic¸a˜o Completa em Frequeˆncias (CFR) e Redistri-
buic¸a˜o Parcial em Frequeˆncias (PFR), dando particular eˆnfase a` situac¸a˜o em que
esta u´ltima se manifesta.
3.1 Modelo cine´tico
Considere-se uma ce´lula preenchida com uma substaˆncia ato´mica gene´rica A,
sujeita a excitac¸a˜o externa. O processo de transfereˆncia de energia no ga´s pode ser
descrito, de uma forma muito simples, pelo modelo cine´tico representado na Fig. 3.1.
Figura 3.1 : Representac¸a˜o esquema´tica do processo de aprisionamento radiativo
De acordo com este modelo, a energia externa cedida a` amostra vai ser absorvida
pelas espe´cies A e provocar a sua excitac¸a˜o, seguindo-se o seu decaimento, seja por
processos radiativos ou na˜o radiativos. O decaimento radiativo ocorre com uma
constante cine´tica Γr, enquanto o na˜o radiativo apresenta a constante Γnr. Os foto˜es
libertados pelos a´tomos excitados directamente pela energia externa sa˜o chamados
de primeira gerac¸a˜o. Estes, podem abandonar a ce´lula sem sofrer qualquer outra
interacc¸a˜o ou podem colidir com outros a´tomos e ser absorvidos por eles, criando
assim, a segunda gerac¸a˜o de espe´cies excitadas. A probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o
de foto˜es de gerac¸a˜o n e´ representada por αn, enquanto que (1 − αn) corresponde
a` sua probabilidade de escape da ce´lula. A segunda gerac¸a˜o de espe´cies excitadas,
apo´s decaimento radiativo, originara´ os foto˜es de segunda gerac¸a˜o. Como se infere
rapidamente, o nu´mero da gerac¸a˜o a que o fota˜o pertence corresponde ao nu´mero de
eventos de absorc¸a˜o e reemissa˜o que estiveram na ge´nese do dito fota˜o. Este pode
ser sucessivamente absorvido e reemitido no meio, antes de escapar para o exterior
da ce´lula.
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A utilizac¸a˜o do modelo cine´tico apresentado tem como pressuposto que se esta´
na presenc¸a de condic¸o˜es de resposta linear, ou seja, que a densidade das espe´cies ex-
citadas e´ muito menor que a das espe´cies no estado fundamental. Assim, assegura-se
a inexisteˆncia de emissa˜o estimulada. Considere-se agora um nu´mero N0 de espe´cies
excitadas, originadas por excitac¸a˜o externa instantaˆnea. Nestas condic¸o˜es de im-
pulso delta de excitac¸a˜o, a resposta temporal da evoluc¸a˜o da excitac¸a˜o associada
aos a´tomos de gerac¸a˜o n e´ [Kilin e Rozman 1959, Wiorkowski e Hartmann 1985,
Martinho et al 1989]:
Nn(t) = N0an
(Γrt)
n−1
(n− 1)! e
−Γrt (3.1)
com
an =
n−1∏
i=1
αi (a1 = 1). (3.2)
A constante cine´tica de decaimento radiativo esta´ relacionada com o tempo de
vida intr´ınseco (na auseˆncia de reabsorc¸a˜o) de um estado excitado, τ0, como visto
anteriormente, por:
Γr =
1
τ0
. (3.3)
Se agora forem tomadas em considerac¸a˜o as contribuic¸o˜es de todas as espe´cies
excitadas, a evoluc¸a˜o temporal da excitac¸a˜o no meio vem descrita por:
N(t) =
+∞∑
n=1
Nn(t) = N0
{
+∞∑
n=1
an
(Γrt)
n−1
(n− 1)!
}
e−Γrt (3.4)
No estudo do feno´meno de aprisionamento torna-se importante obter quantidades
que possam ser acedidas experimentalmente. Essas quantidades, como por exemplo
a intensidade de emissa˜o, sa˜o usualmente obtidas por detecc¸a˜o sob um aˆngulo so´lido
Ω. A intensidade da radiac¸a˜o detectada a` frequeˆncia ν que atinge um ponto rb do
limite da ce´lula (o ı´ndice b refere-se ao termo ingleˆs boundary), sob o aˆngulo so´lido
de observac¸a˜o Ω e´:
IΩbn(ν, t) = Γr
[
1− αΩbn(ν)
]
Nn(t), (3.5)
onde o termo
[
1− αΩbn(ν)
]
=
∫
Ω
[1− αbn(ν)] dΩ se refere a` probabilidade de escape
na direcc¸a˜o rb, integrada no aˆngulo so´lido. Uma vez que os foto˜es das diversas
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gerac¸o˜es sa˜o indistingu´ıveis, o sinal detectado tem de contabilizar as contribuic¸o˜es
de todas as gerac¸o˜es, pelo que a intensidade total resultara´ em:
IΩb (ν, t) =
+∞∑
n=1
IΩbn(ν, t) =
= ΓrN0
{
+∞∑
n=1
[
1− αΩbn(ν)
]
an
(Γrt)
n−1
(n− 1)!
}
e−Γrt. (3.6)
A intensidade de emissa˜o IΩb (ν, t) pode ser normalizada de modo a garantir que
haja emissa˜o a uma qualquer frequeˆncia, i.e.,
∫ +∞
0
IΩb (ν, t)
normdν = 1. Assim, a
intensidade de emissa˜o passa a estar normalizada a a´rea unita´ria. Esta normalizac¸a˜o
e´ u´til pois permite isolar as alterac¸o˜es na forma do espectro detectado, resultantes
apenas do aprisionamento radiativo.
IΩb (ν, t)
norm =
IΩb (ν, t)∫ +∞
0
IΩb (ν, t)dν
(3.7)
Outra quantidade f´ısica importante e´ a fracc¸a˜o de foto˜es que abandona a ce´lula,
face a` quantidade de espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o criadas. Esta grandeza
denomina-se por rendimento global de reemissa˜o, representa-se por φ e depende
directamente da probabilidade intr´ınseca de um a´tomo decair radiativamente φ0 =
Γr
Γr+Γnr
, assim como das probabilidades de reabsorc¸a˜o de cada gerac¸a˜o de foto˜es. Do
esquema cine´tico constante na Fig. 3.1 pode inferir-se que a sua expressa˜o e´ ditada
por:
φ = φ0(1− α1) + φ0α1φ0(1− α2) + φ0α1φ0α2φ0(1− α3) + ...
=
{
+∞∑
n=1
(1− αn)anφn−10
}
φ0. (3.8)
Se for poss´ıvel admitir por razo˜es na˜o avanc¸adas neste momento, que as probabi-
lidades de reabsorc¸a˜o sa˜o independentes da gerac¸a˜o e, consequentemente, constantes,
as Eq. 3.6 e 3.8 transformam-se e originam as seguintes expresso˜es simplificadas:
IΩb (ν, t) = Ce
− t
τ , (3.9)
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para o decaimento de intensidade normalizado (sendo C =
∫ +∞
0
IΩb (ν, t)dν a cons-
tante oriunda da normalizac¸a˜o de IΩb (ν, t)) e
φ =
(1− α)φ0
1− αφ0 , (3.10)
para o rendimento global de reemissa˜o. Nesta situac¸a˜o, o decaimento de intensi-
dade apresenta um comportamento monoexponencial, com um tempo de retenc¸a˜o
caracter´ıstico superior ao tempo de vida intr´ınseco do estado excitado em estudo.
τ =
τ0
1− αφ0 . (3.11)
Estas equac¸o˜es correspondem aos resultados obtidos por Birks [Birks 1970], que
assume sem mais justificac¸o˜es que as probabilidades de reabsorc¸a˜o e, portanto, de
escape sa˜o constantes para qualquer gerac¸a˜o.
3.2 Teoria estoca´stica
A eˆnfase principal desta teoria e´ colocada na descric¸a˜o da evoluc¸a˜o temporal
da intensidade da radiac¸a˜o emitida por um meio homoge´neo, em resposta a uma
excitac¸a˜o externa. Esta pode ser muito curta (da ordem de grandeza dos fentosse-
gundos) ou pode ser mantida por um per´ıodo temporal extenso. Se a resposta do
meio a esta excitac¸a˜o ocorrer durante um per´ıodo substancialmente mais longo que
a dita excitac¸a˜o, a evoluc¸a˜o temporal da excitac¸a˜o e´ usualmente designada por lei
do decaimento ou resposta a um impulso delta. Caso contra´rio, ou seja, se a exci-
tac¸a˜o ocorrer continuamente, estar-se-a´ em presenc¸a do estado estaciona´rio. Apesar
da existeˆncia destes dois regimes, se a excitac¸a˜o externa for suficientemente baixa
para prevenir a ocorreˆncia de saturac¸a˜o do vapor e, como tal, a existeˆncia de efeitos
na˜o lineares, o sistema reagira´ de modo linear ao est´ımulo externo e a sua evoluc¸a˜o
temporal da excitac¸a˜o podera´ ser descrita a partir da lei do decaimento δ.
Ao longo deste trabalho, sera˜o sempre assumidas condic¸o˜es de linearidade da
resposta do sistema em estudo, pelo que a eˆnfase sera´ dada a` descric¸a˜o f´ısica das
quantidades obtidas como resposta a uma excitac¸a˜o inicial por impulso δ.
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Antes de se prosseguir para a pro´xima secc¸a˜o e´ u´til sintetizar a nomenclatura
utilizada na descric¸a˜o da teoria estoca´stica, pelo que se apresenta a Tabela 3.2,
onde as principais quantidades em estudo, sua descric¸a˜o e respectivos s´ımbolos esta˜o
patentes.
S´ımbolo Descric¸a˜o
Nn Nu´mero de a´tomos excitados de gerac¸a˜o n
αn Probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o de foto˜es de gerac¸a˜o n
an Probabilidade me´dia de existeˆncia de foto˜es de gerac¸a˜o n
Γ Constante de desactivac¸a˜o total
Γr Constante de desactivac¸a˜o radiativa
τ0 Tempo de vida intr´ınseco das espe´cies excitadas
τ Tempo efectivo de aprisionamento
φ0 Rendimento intr´ınseco de decaimento radiativo
φ Rendimento global de reemissa˜o
gn(t) Func¸a˜o densidade de probabilidade da distribuic¸a˜o temporal das
espe´cies excitadas
ρ(t) Decaimento normalizado da intensidade da radiac¸a˜o
I(x, t) Intensidade da radiac¸a˜o detectada
Pn(r) Distribuic¸a˜o espacial das espe´cies de gerac¸a˜o n
pn(r) Func¸a˜o densidade de probabilidade da localizac¸a˜o espacial das
espe´cies excitadas
f(r′, r) Probabilidade de transfereˆncia radiativa
n(r, t) Distribuic¸a˜o espac¸o-temporal normalizada das espe´cies excitadas
n(t) Fracc¸a˜o das espe´cies inicialmente excitadas, existente no instante
gene´rico t
Θn(ν) Contribuic¸a˜o dos foto˜es de gerac¸a˜o n
Tabela 3.1 : Grandezas utilizadas no desenvolvimento da teoria estoca´stica do aprisiona-
mento radiativo.
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3.2.1 Formulac¸a˜o e resposta a um impulso delta
Considere-se um meio absorvente que e´ excitado externamente (e.g., por absorc¸a˜o
de luz ou por acc¸a˜o de um campo ele´ctrico externo – por coliso˜es com electro˜es) e
que apresenta uma distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o
descrita por P1(r). Esta situac¸a˜o pode levar a que um fota˜o de gerac¸a˜o n e frequeˆncia
ν escape atrave´s de um ponto rb da fronteira da ce´lula, num instante compreendido
entre t e t+dt, com a probabilidade pbn(ν, t). Esta probabilidade pode ser factorizada
numa func¸a˜o da frequeˆncia e noutra temporal, fbn(ν) e gn(t), onde a primeira refere-
se a` probabilidade de um fota˜o de gerac¸a˜o n e frequeˆncia ν atingir a parede da
ce´lula no ponto rb e escapar por a´ı, enquanto a segunda corresponde a` probabilidade
de uma espe´cie excitada de gerac¸a˜o n emitir um fota˜o no intervalo considerado,
condicional ao facto de ter emitido a qualquer instante (gn(t) e´ uma func¸a˜o densidade
de probabilidade). Esta u´ltima sera´ deduzida nas pro´ximas linhas.
O instante em ocorre a emissa˜o de um fota˜o, apo´s n eventos de reabsorc¸a˜o e
reemissa˜o e´ dado por:
t =
n∑
i=1
∆ti =
n∑
i=1
(∆tvi +∆t
r
i ) , (3.12)
onde ∆ti e´ o intervalo de tempo do termo da i-e´sima gerac¸a˜o. Este tempo consiste
em duas parcelas independentes: o tempo de voo dos foto˜es entre a espe´cie que o
emite e a espe´cie seguinte a absorveˆ-lo, ∆tvi , e o tempo de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o
nas espe´cies, ∆tri , que corresponde, em me´dia, ao tempo de vida intr´ınseco de cada
estado excitado. Ora, em condic¸o˜es laboratoriais, o tempo de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o
por parte dos a´tomos e´ largamente superior ao tempo de voo entre as espe´cies, pelo
que este se pode desprezar. Por exemplo, para condic¸o˜es t´ıpicas de funcionamento
de laˆmpadas fluorescentes, o tempo necessa´rio para o fota˜o percorrer 10 cm e´ cerca
de 0,3 ns, enquanto que o tempo de vida dum estado excitado do mercu´rio (o 6 3P1)
e´ de cerca de 120 ns. Os tempos de vida do estado excitado para as espe´cies de
diferentes gerac¸o˜es sa˜o varia´veis aleato´rias independentes, cada uma com a func¸a˜o
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densidade de probabilidade descrita por:
g(∆t) = Γe−Γ∆t. (3.13)
Devido a` independeˆncia das varia´veis ∆ti, a varia´vel aleato´ria t tem uma PDF
– func¸a˜o densidade de probabilidade (do termo anglo-saxo´nico probability density
function) – que resulta da convoluc¸a˜o repetida da equac¸a˜o anterior com ela pro´pria,
ou seja, da PDF de cada varia´vel por ela pro´pria.
gn(t) = g ⊗ g ⊗ ...⊗ g︸ ︷︷ ︸
n×
= Γ
(Γt)n−1
(n− 1)!e
−Γt. (3.14)
A func¸a˜o gn(t) e´ a func¸a˜o densidade de probabilidade da distribuic¸a˜o temporal
das espe´cies excitadas de gerac¸a˜o n, mencionada anteriormente.
O desenvolvimento da teoria estoca´stica pode ser feito utilizando varia´veis f´ı-
sicas com dimenso˜es concretas ou recorrendo a` alternativa pra´tica e muito u´til da
utilizac¸a˜o de grandezas adimensionais. Esta abordagem requer a adaptac¸a˜o das ex-
presso˜es das grandezas em estudo, de modo a comportarem esta alterac¸a˜o. Esta
pra´tica na˜o implica perda de exactida˜o nos resultados e ganha ate´ em generalidade,
uma vez que um determinado conjunto de condic¸o˜es adimensionais pode representar
va´rios conjuntos de condic¸o˜es f´ısicas concretas. Ale´m disso, com este procedimento
podem ainda encontrar-se linhas de comportamento e tendeˆncias gene´ricas, que de
outro modo, seriam mais dif´ıceis de descobrir. Devido a este conjunto de razo˜es, a
formulac¸a˜o da teoria estoca´stica sera´ feita com base em grandezas adimensionais.
A primeira grandeza a ser considerada e´ o tempo. Em lugar de considerar o
tempo com dimensa˜o, esta grandeza sera´ contabilizada relativamente ao tempo de
vida intr´ınseco (na auseˆncia de reabsorc¸a˜o) do estado excitado em causa, sendo
definido como t = t′/τ0, onde t′ se refere ao tempo dimensional.
A pro´xima grandeza a ser convertida e´ a distaˆncia. O espac¸o percorrido por
um fota˜o num meio depende da transpareˆncia deste a` radiac¸a˜o e, portanto, da
frequeˆncia do fota˜o, atrave´s do coeficiente de absorc¸a˜o a essa frequeˆncia (este to´pico
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sera´ discutido na secc¸a˜o 3.4.1). Este, por sua vez, esta´ relacionado com a densidade
nume´rica do meio em estudo, fazendo com que a distaˆncia dependa directamente
desta grandeza. A grandeza a ser utilizada em vez da distaˆncia e´ a opacidade ou
profundidade o´ptica e reflecte tambe´m o grau de transpareˆncia do meio a` radiac¸a˜o
que nele circula. Assim, duas ce´lulas de comprimentos diferentes podem ter a mesma
opacidade para uma radiac¸a˜o de frequeˆncia ν se, por exemplo, a menor tiver maior
concentrac¸a˜o de ga´s no seu interior, dado que a opacidade a` frequeˆncia ν, r(ν), e´
determinada por:
r(ν) = k(ν)`, (3.15)
sendo ` a distaˆncia e k(ν) o coeficiente de absorc¸a˜o.
Na literatura, costuma ser utilizada a opacidade ao centro de linha, i.e., r(ν0) =
k(ν0)` em vez de a opacidade em func¸a˜o da frequeˆncia gene´rica ν. Se se usar a
frequeˆncia adimensional x, definida no cap´ıtulo anterior, pode mencionar-se a opa-
cidade ao centro de linha como r(0) = k(0)` ou, numa forma mais simplificada,
r0 = k0`. Apesar do uso generalizado de r0, neste trabalho a eˆnfase sera´ dada a`
opacidade total, visto esta ser independente da forma da distribuic¸a˜o espectral e de-
pender apenas do coeficiente de absorc¸a˜o total kT =
∫ +∞
−∞ kTΦ(x)dx. O coeficiente
de absorc¸a˜o a` frequeˆncia x pode ser obtido atrave´s do coeficiente de absorc¸a˜o total
pesado pelo perfil espectral: k(x) = kTΦ(x), pelo que kT = k(x)/Φ(x).
r = kT `⇔ r = k0
Φ(0)
`, (3.16)
com Φ(0) sendo o perfil espectral de absorc¸a˜o a` frequeˆncia do centro de linha.
A teoria estoca´stica sera´ desenvolvida utilizando como base as grandezas adi-
mensionais referidas ate´ este ponto, ou seja, a opacidade r, o tempo t e a frequeˆncia
x.
Voltando agora a` Eq. 3.13 e fazendo uso do tempo adimensional, esta origina:
g(∆t) = e−∆t. (3.17)
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Consequentemente, a PDF da distribuic¸a˜o temporal das espe´cies excitadas de
gerac¸a˜o n sofre tambe´m transformac¸a˜o e resulta em:
gn(t) = g ⊗ g ⊗ ...⊗ g︸ ︷︷ ︸
n×
=
tn−1
(n− 1)!e
−t. (3.18)
Esta equac¸a˜o e´ obtida sob a assunc¸a˜o da auseˆncia de saturac¸a˜o do vapor, ou seja,
em condic¸o˜es de resposta linear do sistema. Apesar de ter-se assumido que estas
seriam as condic¸o˜es para este trabalho, e´ interessante observar o comportamento do
vapor excitado em condic¸o˜es de saturac¸a˜o e onde existam efeitos na˜o lineares.
O regime linear so´ pode ser assegurado quando a fonte de excitac¸a˜o do meio for
fraca, de tal modo que tenha uma influeˆncia despreza´vel no coeficiente de absorc¸a˜o
do meio [Molisch e Oehry 1998]. A` medida que a excitac¸a˜o externa se torna mais
forte e o vapor ato´mico tem que absorver mais radiac¸a˜o, mais rapidamente, a ex-
citac¸a˜o no ga´s deixa de crescer exponencialmente, passando a ter um crescimento
linear ate´ que deixa de ocorrer [Allen e Eberly 1987]. O meio fica saturado e comec¸a
a induzir os a´tomos excitados a decair, de modo a aumentar a sua populac¸a˜o do es-
tado fundamental, ou seja, ocorre emissa˜o estimulada. Se a intensidade da excitac¸a˜o
externa for da ordem da intensidade de saturac¸a˜o, IS – intensidade da excitac¸a˜o ne-
cessa´ria para saturar completamente o meio – (entre 0.1IS e 100IS), a alterac¸a˜o no
coeficiente de absorc¸a˜o tem de ser tida em conta na descric¸a˜o do aprisionamento ra-
diativo. Quando a intensidade da excitac¸a˜o e´ muito elevada ha´ uma forte interacc¸a˜o
do campo com os a´tomos e novos efeitos com influeˆncia no aprisionamento podem
surgir, como desdobramento por efeito de Stark dos n´ıveis energe´ticos das espe´cies
ato´micas [Molisch e Oehry 1998].
Retorne-se por um momento ao esquema cine´tico presente na Fig. 3.1. De acordo
com este, o nu´mero de espe´cies excitadas de cada gerac¸a˜o pode ser derivado tendo
em conta as taxas de absorc¸a˜o e de decaimento da excitac¸a˜o. Assim, a populac¸a˜o
de espe´cies excitadas de gerac¸a˜o n e´ descrita por:
d
dt
Nn(t) = +αn−1φ0ΓNn−1(t)− ΓNn(t). (3.19)
onde o termo φ0Γ corresponde a` taxa de decaimento radiativa, Γr, presente no
3.2 Teoria estoca´stica 81
esquema e Γ corresponde a` taxa de decaimento total (radiativo e na˜o radiativo),
Γr + Γnr, como visto anteriormente.
Se existir emissa˜o estimulada, um factor extra de decaimento e´ introduzido na
equac¸a˜o anterior, reflectindo o diferente comportamento cine´tico do ga´s. Este factor
quantifica a induc¸a˜o da emissa˜o de foto˜es de gerac¸a˜o n, por parte de foto˜es de
qualquer outra gerac¸a˜o. Assim, a equac¸a˜o anterior transforma-se em:
d
dt
Nn(t) = +αn−1φ0ΓNn−1(t)− ΓNn(t)− pestφ0Γ
+∞∑
i=1
{Ni(t) ·Nn(t)}, (3.20)
onde o termo pest representa a raza˜o entre a ocorreˆncia de emissa˜o estimulada e
espontaˆnea (pest = Γest/Γr). Este factor inclui a taxa de emissa˜o estimulada, pro-
porcional ao coeficiente de Einstein Bsi. A sua expressa˜o concreta na˜o sera´ derivada
aqui, uma vez que o objectivo desta discussa˜o e´ obter uma descric¸a˜o meramente
qualitativa da evoluc¸a˜o da excitac¸a˜o no meio, quando ocorre emissa˜o estimulada e
na˜o uma descric¸a˜o quantitativa pormenorizada de gn(t).
Em oposic¸a˜o a` situac¸a˜o em que se verifica o regime linear de funcionamento,
para a qual a Eq. 3.19 tem uma soluc¸a˜o anal´ıtica, no regime na˜o linear a Eq. 3.20
na˜o tem. A resoluc¸a˜o nume´rica do conjunto de dez equac¸o˜es diferenciais resulta na
representac¸a˜o gra´fica da evoluc¸a˜o temporal da excitac¸a˜o de gerac¸a˜o n presente na
Fig. 3.2 e representada por gn(t)
∗. O valor da raza˜o entre a emissa˜o estimulada
e a espontaˆnea foi considerado como sendo 20. E´ de salientar que gn(t)
∗ e´ uma
func¸a˜o densidade de probabilidade, sendo, portanto, normalizada a uma a´rea unita´-
ria. Como o seu decaimento e´ mais ra´pido do que para o caso linear, o seu valor
inicial para as espe´cies de primeira gerac¸a˜o sera´ superior a 1, de modo a garantir
que a a´rea debaixo da curva seja sempre unita´ria. As primeiras cinco gerac¸o˜es da
PDF para ambos os regimes esta˜o representadas na Fig. 3.2.
No regime linear, g1(t) apresenta uma distribuic¸a˜o temporal monoexponencial,
como esperado. As gerac¸o˜es seguintes apresentam distribuic¸o˜es que teˆm in´ıcio em
zero, uma vez que neste instante, aquando da excitac¸a˜o inicial, so´ existem ainda
as espe´cies excitadas externamente, pelo que na˜o existem espe´cies de gerac¸o˜es sub-
sequentes. A` medida que passa a haver na ce´lula espe´cies excitadas de gerac¸a˜o
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Figura 3.2 : PDF associada a` n-e´sima gerac¸a˜o de espe´cies excitadas, para os casos linear
e na˜o linear, com pest = 20 e um nu´mero ma´ximo de 10 gerac¸o˜es consideradas.
n− 1 para originar as de gerac¸a˜o n, a distribuic¸a˜o cresce para atingir um ma´ximo a
t = n− 1, passando de seguida a decrescer.
No regime na˜o linear, o comportamento da func¸a˜o gn(t)
∗ sera´ alterado pela
emissa˜o de foto˜es estimulada por todas as outras gerac¸o˜es, pelo que o decaimento
sera´ mais ra´pido do que para o regime linear. A distribuic¸a˜o temporal surge com-
pactada no tempo, isto e´, os ma´ximos da distribuic¸a˜o surgem a tempos menores e o
decaimento para valores de gn(t)
∗ pequenos da´-se muito mais rapidamente. O “grau
de compactac¸a˜o” esta´ directamente relacionado com a importaˆncia da emissa˜o esti-
mulada. Quanto maior for a raza˜o entre esta e a espontaˆnea (pest), mais compactada
sera´ a distribuic¸a˜o, i.e., mais vis´ıvel e´ o efeito da emissa˜o induzida.
A discussa˜o anterior e´ u´til para estabelecer as diferenc¸as qualitativas entre o
aprisionamento no regime linear e no na˜o linear mas, como ja´ referido, neste trabalho,
sera´ assumido que as condic¸o˜es escolhidas remetem sempre para a existeˆncia de
linearidade. Os resultados experimentais para o modo fundamental de Holstein
utilizados para comparac¸a˜o neste trabalho foram obtidos no regime linear [van de
Weijer e Cremers 1985, Post et al 1986, Menningen e Lawler 2000, Herd et al 2005].
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Na deduc¸a˜o da distribuic¸a˜o temporal das espe´cies excitadas foi assumido que
o tempo de voo dos foto˜es era despreza´vel quando comparado com o tempo de
retenc¸a˜o da excitac¸a˜o na amostra. Ora, em situac¸o˜es fora da escala laboratorial,
esta aproximac¸a˜o na˜o e´, de todo, va´lida. Por exemplo, no campo da Astrof´ısica,
em que as distaˆncias sa˜o gigantescas, o tempo de voo dos foto˜es na˜o pode ser, de
todo, considerado despreza´vel. Mesmo em situac¸o˜es laboratoriais, mas tendo em
estudo espe´cies com tempos de vida muito curtos, o tempo de voo dos foto˜es pode
ser da mesma ordem de grandeza do que o tempo de retenc¸a˜o. Para analisar estas
situac¸o˜es e´ necessa´rio reescrever a Eq. 3.12 como:
t =
n∑
i=1
∆ti =
n∑
i=1
∆tri +
n∑
i=1
‖ri − ri−1‖
cτ0
=
n∑
i=1
∆tri +∆t
v, (3.21)
uma vez que os tempos de propagac¸a˜o e de retenc¸a˜o sa˜o estatisticamente indepen-
dentes. As coordenadas ri e ri−1 correspondem, respectivamente, aos pontos de
absorc¸a˜o e de emissa˜o e c e´ a velocidade de propagac¸a˜o da radiac¸a˜o no meio. ∆tv
tem a func¸a˜o densidade de probabilidade de δ(t−∆tv) e executando, tal como an-
teriormente, a sua convoluc¸a˜o repetida, obte´m-se gn(t−∆tv) para t > ∆tv e 0 para
os restantes valores de t. Isto esta´ em concordaˆncia com o efeito de retardac¸a˜o que
seria expecta´vel. Repare-se que, uma vez que ∆tv e´ uma func¸a˜o de todas as coorde-
nadas espaciais ri da sequeˆncia considerada, a distribuic¸a˜o temporal gn(t) passa a
depender simultaneamente de coordenadas temporais e espaciais, pelo que uma fac-
torizac¸a˜o destas duas deixa de ser poss´ıvel. Nos sistemas em estudo neste trabalho, a
aproximac¸a˜o de desprezar o tempo de voo dos foto˜es sera´ sempre considerada va´lida.
A probabilidade me´dia de escape de um fota˜o de frequeˆncia x atrave´s de um
ponto da fronteira da ce´lula de opacidade global rb, apo´s exactamente n eventos de
reabsorc¸a˜o e reemissa˜o, e´ dada por:
fn(x) =
1
4pi
φ0Φ(x)
∫
V
T (θb, x) [1− αb(r, x)]Pn(r)dr, (3.22)
onde αb(r, x) corresponde a` probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o de um fota˜o entre o
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seu ponto de emissa˜o r e o ponto de detecc¸a˜o rb e e´:
αb(r, x) =
1
4pi‖rb − r‖2 Φ(x) e
−Φ(x)‖rb−r‖. (3.23)
Φ(x) e´ o espectro de absorc¸a˜o normalizado e Pn(r) representa a probabilidade
de um fota˜o de gerac¸a˜o n ser emitido no ponto de opacidade global r. T (θb, x)
corresponde a` transmitaˆncia da superf´ıcie da ce´lula. Se esta puder ser considerada
totalmente transparente a` radiac¸a˜o, a transmitaˆncia e´ T (θb, x) = 1.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de gerac¸a˜o n e´ uma grandeza im-
portante a considerar na descric¸a˜o estoca´stica do aprisionamento radiativo. Pode
ser descrita por:
Pn(r) =
∫
V
. . .
∫
V
∫
V
f(r, rn−1)φ0f(rn−1, rn−2) . . .
φ0f(r2, r1)P1(r1)drn−1drn−2 . . . dr1, (3.24)
sendo f(r, r′) a probabilidade de a radiac¸a˜o emitida no ponto r′ ser absorvida dentro
do elemento de volume unita´rio, que cerca o ponto r. Este volume e´ definido em
func¸a˜o da opacidade e na˜o das dimenso˜es f´ısicas dimensionais da ce´lula. A proba-
bilidade f(r, r′), tambe´m designada por probabilidade de transfereˆncia, e´ definida
como se segue.
f(r, r′) =
∫ +∞
−∞
Φem(x)Φ(x)
1
4pi‖r− r′‖2 exp [−Φ(x)‖r− r
′‖] dx, (3.25)
onde o perfil normalizado Φem(x) corresponde a` emissa˜o.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de gerac¸a˜o n depende sempre da
distribuic¸a˜o das de gerac¸a˜o n− 1. Assim, pode ser representada por uma relac¸a˜o de
recorreˆncia em que a dependeˆncia das gerac¸o˜es anteriores e´ mostrada claramente. A
Eq. 3.24 transforma-se enta˜o em:
Pn+1(r) = φ0
∫
V
f(r, rn)Pn(rn)drn. (3.26)
Esta forma e´ fisicamente mais apelativa uma vez que expo˜e de modo claro a
relac¸a˜o entre o espalhamento da excitac¸a˜o de uma certa gerac¸a˜o com a seguinte. Se
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se pretender obter uma densidade de probabilidade, procede-se a` normalizac¸a˜o de
Pn(rn) para toda a excitac¸a˜o presente na ce´lula, obtendo-se:
pn(r) =
Pn(r)∫
V
Pn(r)dr
=
∫
V
f(r, rn−1)Pn−1(rn−1)drn−1∫
V
∫
V
f(r, rn−1)Pn−1(rn−1)drn−1dr
. (3.27)
Esta distribuic¸a˜o espacial converge para uma situac¸a˜o invariante, imuta´vel, pS(r),
no limite do nu´mero de gerac¸o˜es das espe´cies excitadas ser muito elevado. Este facto
significa que, apo´s um certo tempo, a distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o alcanc¸a uma
determinada forma e mante´m-se inaltera´vel. O decaimento correspondente a esta
situac¸a˜o e´ monoexponencial e pode afirmar-se a existeˆncia de uma correspondeˆncia
directa entre este estado e o modo fundamental proposto por Holstein.
A` semelhanc¸a da definic¸a˜o da distribuic¸a˜o espacial de cada gerac¸a˜o, a probabi-
lidade me´dia da excitac¸a˜o externa originar espe´cies excitadas de gerac¸a˜o n, ou seja,
a eficieˆncia de populac¸a˜o, e´ representada por an e pode ser estimada por:
an =
∫
V
f(r, rn)×
×
{∫
V
∫
V
. . .
∫
V
f(rn, rn−1)φ0f(rn−1, rn−2) . . .
. . . φ0f(r2, r1)P1(r1)drn−1drn−2 . . . dr1
}
dr =
=
∫
V
f(r, rn)Pn(rn)dr, (3.28)
uma vez que Pn(r) e´ definido por recorreˆncia das distribuic¸o˜es das gerac¸o˜es anterio-
res.
Tendo em considerac¸a˜o que a eficieˆncia de populac¸a˜o de gerac¸a˜o n e´ descrita
pelo produto das probabilidades de reabsorc¸a˜o das gerac¸o˜es anteriores (cf. Eq. 3.2),
cada uma destas e´ definida como a probabilidade de haver transfereˆncia de qualquer
ponto r da amostra para o ponto rn, ponderada com a densidade de probabilidade
de haver criac¸a˜o de uma espe´cie excitada nesse ponto, pn(rn).
αn =
∫
V
∫
V
f(r, rn)pn(rn)drndr. (3.29)
A distribuic¸a˜o espacial e temporal das espe´cies excitadas pode ser considerada
conjuntamente, atrave´s da definic¸a˜o de n(r, t). Esta grandeza, que toma em con-
siderac¸a˜o a contribuic¸a˜o de todas as gerac¸o˜es de foto˜es para a distribuic¸a˜o total:
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∑+∞
n=1 an φ
n−1
0 pn(r)gn(t), pode ser normalizada tendo em conta toda a excitac¸a˜o exis-
tente na amostra, vindo:
n(r, t) =
∑+∞
n=1 an φ
n−1
0 pn(r)gn(t)∫
V
∑+∞
n=1 an φ
n−1
0 pn(r)gn(t)dr
=
∑+∞
n=1 an φ
n−1
0 pn(r)gn(t)
n(t)
. (3.30)
O termo n(t) representa a fracc¸a˜o do nu´mero inicial de espe´cies excitadas, exis-
tente no instante gene´rico t. Esta expressa˜o exprime tanto a evoluc¸a˜o espacial como
temporal da excitac¸a˜o na amostra. Se se pretender confirmar esta grandeza como
sendo a densidade total de excitac¸a˜o na amostra, basta verificar que:
n(t) =
N(t)
N0
=
∫
V
∑+∞
n=1N0an φ
n−1
0 pn(r)gn(t)dr
N0
=
=
+∞∑
n=1
an φ
n−1
0
{∫
V
pn(r)dr
}
gn(t) =
+∞∑
n=1
an φ
n−1
0 gn(t), (3.31)
o que traduz o resultado esperado.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas pode ser usada para obter quanti-
dades f´ısicas pass´ıveis de serem medidas experimentalmente, desde que a resoluc¸a˜o
experimental alcanc¸ada na˜o limite a resoluc¸a˜o global. Por exemplo, a intensidade da
radiac¸a˜o que escapa da ce´lula, a uma frequeˆncia x, resulta da soma das intensidades
de radiac¸a˜o provenientes das diversas gerac¸o˜es de espe´cies excitadas no interior da
amostra.
I(x, t) =
+∞∑
n=1
In(x, t) =
+∞∑
n=1
{∫
V
T (θb, x)[1− αn(r, x)]Pn(r)dr
}
gn(t) =
=
+∞∑
n=1
{∫
V
T (θb, x)[1− αn(r, x)]pn(r)dr
}
an φ
n−1
0 gn(t) =
=
+∞∑
n=1
[1− αbn(x)] an φn−10 gn(t). (3.32)
O termo da transmitaˆncia e´ inclu´ıdo na probabilidade me´dia de escape de ra-
diac¸a˜o de frequeˆncia x, atrave´s da coordenada da superf´ıcie da ce´lula, rb. Esta e´
integrada para todo o volume, dando origem a
∫
V
T (θb, x)[1 − αn(r, x)]pn(r)dr =
[1 − αbn(x)], como se verifica na equac¸a˜o anterior. Com o factor de normalizac¸a˜o
adequado, esta expressa˜o corresponde a` intensidade da radiac¸a˜o detectada, norma-
lizada a a´rea unita´ria, I(x, t)norm.
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A Eq. 3.32 e´ ideˆntica a` 3.6, obtida atrave´s do modelo cine´tico, utilizado na secc¸a˜o
anterior, para populac¸o˜es macrosco´picas. Esta expressa˜o corresponde a` intensidade
da radiac¸a˜o detectada a uma certa frequeˆncia x e limitada pelo aˆngulo so´lido de
detecc¸a˜o que atravessa o ponto da superf´ıcie da ce´lula rb por onde o sistema de
detecc¸a˜o obte´m a informac¸a˜o. Assim, esta grandeza pode ser obtida experimental-
mente. O decaimento total, integrado na direcc¸a˜o de detecc¸a˜o e na frequeˆncia da
radiac¸a˜o detectada e´ estimado considerando a probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o
total αn, em substituic¸a˜o da resolvida no aˆngulo e na frequeˆncia αbn(x).
ρ(t) =
+∞∑
n=1
(1− αn) an φn−10 gn(t). (3.33)
Como mencionado anteriormente, as func¸o˜es de distribuic¸a˜o espacial pn(r) va˜o
convergir, apo´s algum tempo, para uma distribuic¸a˜o invaria´vel no tempo, que aqui
se representa por pS(r) . As probabilidades me´dias de reabsorc¸a˜o αn va˜o convergir
para a probabilidade limite αS, correspondente a um tempo ou, equivalentemente,
a uma gerac¸a˜o alta o suficiente para o estado invariante ser atingido. Se se con-
siderar m como o nu´mero de gerac¸o˜es a partir do qual este estado seja alcanc¸ado,
a equac¸a˜o anterior pode ser rearranjada do modo que se segue, onde aS corres-
ponde a` eficieˆncia de populac¸a˜o da gerac¸a˜o m (de notar que an>m = aSα
(n−m)
S )
[Berberan-Santos et al 1999]:
ρ(t) =
+∞∑
n=1
(1− αn) an φn−10
tn−1
(n− 1)!e
−t =
=
m−1∑
n=1
(1− αn) an (φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t + (1− αS) aS
αm−1S
+∞∑
n=m
(αSφ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t =
=
m−1∑
n=1
(1− αn) an (φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t + (1− αS) aS
αm−1S
·
·
[
+∞∑
n=1
(αSφ0t)
n−1
(n− 1)! −
m−1∑
n=1
(αSφ0t)
n−1
(n− 1)!
]
e−t. (3.34)
Nesta altura existem duas alternativas para o rearranjo desta equac¸a˜o. Para
as por em pra´tica e´ necessa´rio ter em conta duas pequenas notas matema´ticas,
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na˜o imediatas. A primeira e´ a equivaleˆncia
∑m−1
n=1
xn−1
(n−1)! = e
x Γ(m−1,x)
(m−2)! , com Γ (a, z) a
func¸a˜o Gama incompleta. A segunda prende-se com a igualdade:
∑+∞
n=1
(xt)n−1
(n−1)! = e
xt.
Uma das alternativas de simplificac¸a˜o da expressa˜o utiliza a func¸a˜o Gama incompleta
e origina uma expressa˜o bastante compacta. A segunda, embora menos compacta,
resulta numa expressa˜o muito menos sujeita a erros nume´ricos. Assim, a intensidade
total da radiac¸a˜o libertada pode ser expressa como:
ρ(t) =
m−1∑
n=1
(1− αn) an (φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t + (1− αS) aS
αm−1S
·
·
[
1− Γ(m− 1, αSφ0t)
(m− 2)!
]
e−(1−αSφ0)t, (3.35)
ou como:
ρ(t) =
m−1∑
n=1
(1− αn) an (φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t +
+(1− αS) aS
αm−1S
·
[
e−(1−αSφ0)t −
m−1∑
n=1
αn−1S
(φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t
]
=
=
m−1∑
n=1
{[
(1− αn) an − (1− αS) aS
αm−nS
]
(φ0t)
n−1
(n− 1)! e
−t
}
+
+(1− αS) aS
αm−1S
e−(1−αSφ0)t. (3.36)
A expressa˜o que utiliza a func¸a˜o Gama incompleta pode tornar-se problema´tica
em termos nume´ricos, se a gerac¸a˜o para a qual se atinge o modo fundamental for
muito elevada, visto que da´ origem a um equil´ıbrio sens´ıvel de dois infinitos. A
segunda forma, apesar de mais extensa, na˜o apresenta esta fragilidade, sendo mais
resistente a instabilidades nume´ricas.
As Eqs. 3.35 e 3.36 mostram explicitamente a existeˆncia de um limite assimpto´-
tico para o decaimento, desde que a convergeˆncia para o regime invariante seja mais
ra´pida que o abandono da excitac¸a˜o da amostra. Logicamente, se na˜o houver exci-
tac¸a˜o suficiente na amostra, na˜o e´ poss´ıvel atingir esse estado. Para radiac¸a˜o ato´mica
ressonante, as probabilidades de reabsorc¸a˜o sa˜o elevadas e a radiac¸a˜o e´ aprisionada
tempo suficiente para se manifestar o modo invariante. Para meios moleculares, isto
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ja´ na˜o e´ verdade, uma vez que as probabilidades de reabsorc¸a˜o sa˜o, genericamente,
baixas.
O limite assimpto´tico do decaimento e´ um decaimento monoexponencial com a
taxa de 1−αSφ0, que depende directamente da probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o no
regime estaciona´rio, do rendimento intr´ınseco de decaimento radiativo e da eficieˆncia
de populac¸a˜o:
ρ(t) ' (1− αS) aS
αm−1S
e−(1−αSφ0)t. (3.37)
Esta aproximac¸a˜o da lei do decaimento tem o mesmo significado f´ısico que o
modo fundamental da abordagem de Holstein-Biberman. O tempo me´dio de vida
correspondente tem o valor de:
τ =
1
1− αSφ0 . (3.38)
A manipulac¸a˜o matema´tica levada a cabo na expressa˜o da lei do decaimento
e´ muito u´til, uma vez que permite estabelecer a relac¸a˜o entre a representac¸a˜o
de difusa˜o mu´ltipla e a equac¸a˜o integro-diferencial de Holstein ([Lai et al 1993a,
Lai et al 1993b]). A relac¸a˜o com o modelo de Birks e´ tambe´m muito clara (compare-
se as Eqs. 3.38 com 3.11, tendo em atenc¸a˜o o facto de na primeira o tempo cor-
responder a` grandeza com dimensa˜o, enquanto que nesta corresponde a` grandeza
adimensional).
Ao atender novamente a` distribuic¸a˜o total – espacial e temporal – das espe´cies
excitadas, verifica-se que e´ poss´ıvel proceder a` divisa˜o entre as primeiras gerac¸o˜es e
aquelas a partir do modo invariante, usando o mesmo tipo de expediente matema´tico
que anteriormente. Assim, a Eq. 3.30 transforma-se de modo a tornar claramente
distintas as duas fases do aprisionamento radiativo. O numerador e´ transformado
em:
+∞∑
n=1
anφ
n−1
0 pn (r) gn (t) =
m−1∑
n=1
anφ
n−1
0 pn (r) gn (t) +
aS
αm−1S
pS (r)×
×
[
+∞∑
n=1
(αSφ0t)
n−1
(n− 1)! −
m−1∑
n=1
(αSφ0t)
n−1
(n− 1)!
]
e−t. (3.39)
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Neste ponto, novamente surgem duas possibilidades de rearranjo, equivalentes
a`s obtidas para a lei de decaimento. Em primeiro lugar e´ apresentada a forma mais
compacta, que recorre a` utilizac¸a˜o da func¸a˜o Gama incompleta.
+∞∑
n=1
anφ
n−1
0 pn (r) gn (t) =
m−1∑
n=1
anφ
n−1
0 pn (r) gn (t) +
+
aS
αm−1S
pS (r)
[
1− Γ(m− 1, αSφ0t)
(m− 2)!
]
e−(1−αSφ0)t. (3.40)
Consequentemente, a forma final da distribuic¸a˜o total e´:
n (r, t) =
∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 pn (r) gn (t) +
aS
αm−1S
pS (r)
[
1− Γ(m−1,αSφ0t)
(m−2)!
]
e−(1−αSφ0)t∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 gn (t) +
aS
αm−1S
[
1− Γ(m−1,αSφ0t)
(m−2)!
]
e−(1−αSφ0)t
.
(3.41)
Do mesmo modo que para a expressa˜o da lei do decaimento, a Eq. 3.41 e´ mais
sens´ıvel a erros nume´ricos, pelo que pode ser necessa´rio recorrer a uma expressa˜o
mais robusta, mas menos elegante. A expressa˜o final de n(r, t) que utiliza a segunda
alternativa no ca´lculo do numerador e denominador e´ apresentada de seguida.
n (r, t) =
[∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 pn (r)− aSαm−1S pS (r)
∑m−1
n=1 (αSφ0)
n−1
]
gn (t)[∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 − aSαm−1S
∑m−1
n=1 (αSφ0)
n−1
]
gn (t) +
aS
αm−1S
e−(1−αSφ0)t
+
+
aS
αm−1S
pS (r) e
−(1−αSφ0)t[∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 − aSαm−1S
∑m−1
n=1 (αSφ0)
n−1
]
gn (t) +
aS
αm−1S
e−(1−αSφ0)t
. (3.42)
De um ponto de vista experimental, a intensidade da radiac¸a˜o detectada e´ a des-
crita pela Eq. 3.6. Se se pretender por em evideˆncia a contribuic¸a˜o de cada gerac¸a˜o
de foto˜es para a intensidade total da radiac¸a˜o, e´ conveniente proceder a uma nor-
malizac¸a˜o a` intensidade total em estado estaciona´rio. Fazendo isto, a contribuic¸a˜o
de cada gerac¸a˜o de espe´cies excitadas, detectadas sob um aˆngulo so´lido Ω, para a
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intensidade total do sinal e´ estimada da seguinte forma:
ΘΩn (x) =
∫ +∞
0
IΩbn(x, t)dt∫ +∞
0
∑+∞
n=1 I
Ω
bn(x, t)dt
=
=
∫ +∞
0
[1− αΩbn(x)] an gn(t)dt∑+∞
n=1
∫ +∞
0
[1− αΩbn(x)] an gn(t)dt
=
=
[1− αΩbn(x)] an∑+∞
n=1[1− αΩbn(x)] an
. (3.43)
O tempo de vida me´dio da excitac¸a˜o que e´ efectivamente detectada, sob as con-
dic¸o˜es experimentais ordina´rias, e´ definido como o valor me´dio da varia´vel aleato´ria
tempo de detecc¸a˜o da radiac¸a˜o, sujeita a` func¸a˜o de distribuic¸a˜o dada pela intensi-
dade da radiac¸a˜o detectada.
τ(x) =
∫ +∞
0
t IΩb (x, t) dt∫ +∞
0
IΩb (x, t) dt
=
=
∑+∞
n=1 n [1− αΩbn(x)] an∑+∞
n=1 [1− αΩbn(x)] an
=
=
+∞∑
n=1
nΘΩn (x). (3.44)
Esta expressa˜o evidencia o facto de o tempo me´dio de detecc¸a˜o corresponder
a` soma dos tempos de retenc¸a˜o dos foto˜es de cada gerac¸a˜o n,
∫ +∞
0
t gn(t) dt =
n, pesados pela contribuic¸a˜o relativa de cada gerac¸a˜o para a intensidade total
[Pereira et al 1996, Pereira et al 1999], expressa pela grandeza ΘΩn (x).
Centralizando a atenc¸a˜o para aquilo que e´ o foco deste trabalho, os treˆs paraˆme-
tros mais importantes que e´ necessa´rio obter sa˜o o rendimento global de reemissa˜o, o
tempo me´dio de vida de aprisionamento e a constante de desactivac¸a˜o do modo fun-
damental. Nas primeiras duas quantidades e´ poss´ıvel distinguir entre a contribuic¸a˜o
das primeiras gerac¸o˜es e a do modo invariante. Para tal, usa-se o me´todo ja´ pre-
viamente demonstrado. Esta separac¸a˜o permite uma quantificac¸a˜o da importaˆncia
relativa do modo fundamental de Holstein para cada uma destas grandezas.
O sinal de fluoresceˆncia detectado e´ fortemente dependente da frequeˆncia da
radiac¸a˜o e da zona onde esta e´ detectada. Para meios moleculares, a dependeˆncia
da frequeˆncia e´ facilmente estabelecida e incorporada nas quantidades estimadas,
92 Cap´ıtulo 3 - Teoria estoca´stica do aprisionamento radiativo
enquanto que para meios ato´micos isto na˜o sucede. Como as linhas detectadas sa˜o
muito mais estreitas do que no caso de substaˆncias moleculares, o sinal detectado e´
muito mais dif´ıcil de ser resolvido na frequeˆncia com, uma precisa˜o aceita´vel. Em
relac¸a˜o a` zona de detecc¸a˜o, e´ igualmente fa´cil obter o sinal resolvido na posic¸a˜o para
meios ato´micos ou moleculares. Tendo estas considerac¸o˜es em mente, atenda-se
agora a` probabilidade me´dia de escape integrada no aˆngulo e na frequeˆncia. Neste
caso, o tempo me´dio de aprisionamento corresponde ao valor me´dio da distribuic¸a˜o
temporal dada pelo decaimento total, e na˜o resolvido na frequeˆncia.
τ =
∫ +∞
0
t ρ(t) dt∫ +∞
0
ρ(t) dt
=
∫ +∞
0
∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0 t gn(t)dt∫ +∞
0
∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0 gn(t)dt
=
=
∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0
∫ +∞
0
t gn(t)dt∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0
∫ +∞
0
gn(t)dt
=
∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0 n∑+∞
n=1 (1− αn) an φn0
. (3.45)
A fracc¸a˜o de excitac¸a˜o inicial que abandona a ce´lula corresponde ao rendimento
global de reemissa˜o e coincide com o denominador presente na expressa˜o anterior.
φ =
∫ +∞
0
ρ(t)dt =
+∞∑
n=1
(1− αn) anφn0 . (3.46)
Esta expressa˜o esta´ em concordaˆncia com a obtida directamente do modelo cine´-
tico descrito na primeira secc¸a˜o deste cap´ıtulo (Eq. 3.8).
A separac¸a˜o destas duas quantidades nas duas contribuic¸o˜es anteriormente referi-
das (pre´ e durante o modo invariante), surge com uma dupla utilidade. Em primeiro
lugar, contabilizar a contribuic¸a˜o do modo invariante, identifica´vel com o modo fun-
damental de Holstein-Biberman, e em segundo lugar, permitir o ca´lculo mais preciso
do tempo me´dio de vida e do rendimento global de reemissa˜o, uma vez que seria im-
poss´ıvel contabilizar um nu´mero infinito de gerac¸o˜es de foto˜es. Consequentemente,
fazendo a separac¸a˜o dos regimes, e´ apenas necessa´rio somar as contribuic¸o˜es das
gerac¸o˜es anteriores ao modo invariante, uma vez que este apresenta uma expressa˜o
anal´ıtica para a sua contribuic¸a˜o. Para proceder a esta separac¸a˜o e´ necessa´rio lem-
brar duas identidades matema´ticas necessa´rias para o efeito:
∑+∞
n=1 x
n = x
1−x e∑m
n=1 x
n = x1−x
m
1−x . O numerador do tempo me´dio de vida global, representado por
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num(τ) e´ dado por:
num(τ) =
m−1∑
n=1
n (1− αn) anφn0 + (1− αS)
aS
αmS
[
+∞∑
n=1
n (αSφ0)
n −
m−1∑
n=1
n (αSφ0)
n
]
=
m−1∑
n=1
n (1− αn) anφn0 + (1− αS)
aS
αmS
·
·
{
αSφ0
(1− αSφ0)2 −
αSφ0
(1− αSφ0)2
[
(m− 1)(αSφ0)m −m(αSφ0)m−1 + 1
]}
=
m−1∑
n=1
n (1− αn) anφn0 +
(1− αS) aS φm0
(1− αSφ0)2 [m(1− αSφ0) + αSφ0] . (3.47)
O denominador do tempo me´dio de vida global, ou seja, o rendimento global de
reemissa˜o e´ transformado em:
φ =
m−1∑
n=1
(1− αn) anφn0 + (1− αS)
aS
αmS
[
+∞∑
n=1
(αSφ0)
n −
m−1∑
n=1
(αSφ0)
n
]
=
m−1∑
n=1
(1− αn) anφn0 + (1− αS)
aS
αmS
[
αSφ0
1− αSφ0 − αSφ0
1− (αSφ0)m−1
1− αSφ0
]
=
m−1∑
n=1
(1− αn) anφn0 +
1− αS
1− αSφ0 aS φ
m
0 . (3.48)
Assim, o tempo me´dio de vida e´ dado por:
τ =
∑m−1
n=1 n (1− αn) anφn0 + (1−αS)aS φ
m
0
(1−αSφ0)2 [m(1− αSφ0) + αSφ0]∑m−1
n=1 (1− αn) anφn0 + 1−αS1−αSφ0 aS φm0
. (3.49)
3.2.2 Condic¸o˜es de estado estaciona´rio
Quando a excitac¸a˜o externa e´ cont´ınua no tempo em vez de pontual, esta´-se em
condic¸o˜es de estado estaciona´rio. Se a resposta do sistema a` excitac¸a˜o for linear,
pode dizer-se que as condic¸o˜es sa˜o aproximadas a`s de um estado estaciona´rio. Neste
contexto, a resposta do sistema em estado estaciona´rio pode ser obtida a partir
da resposta a uma excitac¸a˜o do tipo impulso δ [Berberan-Santos e Martinho 1992],
como ja´ referido. Em condic¸o˜es de resposta linear do sistema, a intensidade global
da radiac¸a˜o em estado estaciona´rio corresponde ao rendimento global de reemissa˜o.
A sua relac¸a˜o com a intensidade inicial pode ser descrita por (cf. Eq. 3.46):
I
I0
=
φ
φ0
=
+∞∑
n=1
(1− αn) anφn−10 . (3.50)
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Utilizando o expediente matema´tico ja´ descrito para separar nesta grandeza as
contribuic¸o˜es das primeiras gerac¸o˜es da do modo invariante e tendo a Eq. 3.48 em
considerac¸a˜o, obte´m-se:
I
I0
=
m−1∑
n=1
(1− αn) anφn−10 +
1− αS
1− αSφ0 aS φ
m−1
0 . (3.51)
Uma das grandezas obtidas em estado estaciona´rio mais importantes, no caso
dos vapores ato´micos, e´ o espectro detectado. Para o calcular, e´ necessa´rio conhecer
a probabilidade de escape me´dia na direcc¸a˜o de detecc¸a˜o Ω, resolvida na frequeˆncia,
que e´ dada por:
qΩn (x) =
∫
Ω
∫
V
e−Φ(x)rpn(r)drdS, (3.52)
onde a probabilidade de escape (sobreviveˆncia) de Beer-Lambert e´ ponderada tanto
na distribuic¸a˜o espacial dentro do volume de detecc¸a˜o V , como na superf´ıcie S de
detecc¸a˜o. r e´ a opacidade entre o ponto r onde a radiac¸a˜o e´ emitida e o ponto na
superf´ıcie por onde se efectua a detecc¸a˜o.
O espectro detectado, em estado estaciona´rio, e´ dado por:
ISS,Ω(x) =
+∞∑
n=1
Φ(x)qΩn (x)anφ
n−1
0 =
=
∑m−1
n=1 q
Ω
n (x)anφ
n−1
0 +
qΩS (x)aS
1−αS φ
m−1
0∫ +∞
−∞
[∑m−1
n=1 q
Ω
n (x)anφ
n−1
0 +
qΩS (x)aS
1−αS φ
m−1
0
]
Φ(x)dx
Φ(x). (3.53)
Outra grandeza importante de conhecer, para correctamente descrever a resposta
do sistema em estado estaciona´rio, e´ a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas.
Na equac¸a˜o seguinte, a expressa˜o para esta grandeza normalizada e´ apresentada e
dividida nas contribuic¸o˜es anteriormente mencionadas: modo invariante e gerac¸o˜es
anteriores a este modo.
nSS(r) =
∫ +∞
0
[∑+∞
n=1 pn(r) an φ
n−1
0 gn(t)
]
dt∫ +∞
0
[∑+∞
n=1 an φ
n−1
0 gn(t)
]
dt
=
∑+∞
n=1 pn(r) an φ
n−1
0∑+∞
n=1 an φ
n−1
0
=
=
∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 pn(r) +
aS φ
m−1
0
1−αSφ0 pS(r)∑m−1
n=1 anφ
n−1
0 +
aS φ
m−1
0
1−αSφ0
. (3.54)
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Os resultados obtidos em estado estaciona´rio e os obtidos como resposta a um im-
pulso δ apresentam uma diferenc¸a qualitativa importante. Comparando as Eqs. 3.36
e 3.37 (quantidades resolvidas no tempo) com as Eqs. 3.51 e 3.54 (quantidades em
estado estaciona´rio) verifica-se que, para os decaimentos, e´ poss´ıvel obter informac¸a˜o
directa sobre o limite assimpto´tico do modo fundamental, ao passo que, para os re-
sultados em estado estaciona´rio, as primeiras gerac¸o˜es desempenham sempre um
papel na˜o negligencia´vel, na˜o sendo justifica´vel prever o comportamento em estado
estaciona´rio unicamente com base no modo fundamental. Por este motivo, e de
modo a minimizar a importaˆncia relativa das primeiras gerac¸o˜es na intensidade glo-
bal da radiac¸a˜o libertada da ce´lula, em vapores ato´micos e´ usual criar a primeira
gerac¸a˜o de espe´cies excitadas com a distribuic¸a˜o espacial semelhante a` do modo fun-
damental [Payne e Cook 1970]. Este procedimento, faz com que mais rapidamente
(para um menor nu´mero de gerac¸o˜es) se atinja o modo invariante, o que aumenta a
sua importaˆncia relativa para a emissa˜o em estado estaciona´rio.
As expresso˜es do decaimento da radiac¸a˜o libertada, do rendimento global de ree-
missa˜o e do tempo me´dio de aprisionamento (Eqs. 3.36, 3.48 e 3.49, respectivamente)
permitem, como ja´ foi referido, a quantificac¸a˜o da importaˆncia relativa das gerac¸o˜es
pre´vias ao modo invariante e as posteriores. Este conhecimento e´ muito importante
porque mostra que contabilizar apenas os resultados para tempos elevados, ou seja,
considerar apenas o modo fundamental, para descrever toda a cine´tica do sistema na˜o
e´ correcto e a imprecisa˜o causada por este me´todo, apesar de muito dif´ıcil de quan-
tificar, estima-se que possa ser significativamente elevada [Molisch e Oehry 1998].
No cap´ıtulo seguinte sera´ demonstrada, para condic¸o˜es concretas, a contribuic¸a˜o do
modo fundamental para estas grandezas e comprovada a sua pequena importaˆncia
(cf. Tabela 4.1, da pa´gina 148).
3.3 Generalizac¸o˜es da teoria estoca´stica
A teoria estoca´stica apresentada ate´ aqui permite o ca´lculo rigoroso do efeito do
aprisionamento radiativo nas grandezas experimentais de interesse pra´tico. As gran-
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dezas decaimento da intensidade da radiac¸a˜o, as distribuic¸o˜es espacial e temporal
das espe´cies excitadas, a distribuic¸a˜o em estado estaciona´rio, as distribuic¸o˜es espec-
trais e o rendimento global de reemissa˜o esta˜o directamente relacionadas com as
varia´veis f´ısicas de que o aprisionamento radiativo depende: (i) densidade nume´rica
da espe´cie absorvente, (ii) espectros de emissa˜o e absorc¸a˜o, (iii) tamanho e geometria
das ce´lulas experimentais e (iv) detalhes (geome´tricos e outros) da excitac¸a˜o externa.
A teoria estoca´stica na˜o conte´m nenhum paraˆmetro ajusta´vel. Pelo contra´rio, todos
os paraˆmetros teˆm definic¸a˜o rigorosa e sa˜o pass´ıveis de serem calculados. A u´nica
limitac¸a˜o a este ca´lculo e´ a existeˆncia de meios apropriados para o fazer.
A utilizac¸a˜o de geometrias idealizadas em substituic¸a˜o das reais, mais complexas,
e´ uma aproximac¸a˜o utilizada para diminuir o tempo de ca´lculo dos paraˆmetros da
teoria estoca´stica. Esta aproximac¸a˜o e´ discutida nesta secc¸a˜o. Outra generalizac¸a˜o,
muito importante do ponto de vista da aplicabilidade e que obedece a` condic¸a˜o de
linearidade de resposta do sistema, imposta na descric¸a˜o da teoria estoca´stica, e´
tambe´m considerada. A existeˆncia de correlac¸a˜o entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o
e reemissa˜o deve ser tomada em considerac¸a˜o sempre que o tempo me´dio de vida
da espe´cie excitada for da ordem de grandeza do tempo decorrente entre coliso˜es
de outras espe´cies com o a´tomo excitado. Este to´pico, devido a` sua extensa˜o e
importaˆncia para este trabalho, tera´ direito a discussa˜o em secc¸a˜o independente da
presente, embora se inclua na categoria de generalizac¸a˜o a` teoria estoca´stica.
3.3.1 Detalhes geome´tricos
A maioria do trabalho teo´rico relacionado com o aprisionamento da radiac¸a˜o
em meios laboratoriais foi feito utilizando geometrias idealizadas infinitas, desde as
contribuic¸o˜es pioneiras de Milne e Holstein [Milne 1926, Holstein 1947] ate´ traba-
lhos mais recentes de, por exemplo, Menningen e Lawler [Menningen e Lawler 2000].
Isto permite uma poupanc¸a de tempo e de esforc¸o computacional bastante signifi-
cativa. O processo real e´ simplificado ao ponto de todas as quantidades relevantes
serem expressas unicamente em termos de uma coordenada f´ısica – usualmente um
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paraˆmetro relacionado, mais ou menos directamente, com a dimensa˜o espacial carac-
ter´ıstica (raio no cilindro ou esfera ou espessura num paralelep´ıpedo). O processo de
aprisionamento e´ reduzido a um problema unidimensional na coordenada relevante
(ver, e.g., [Molisch et al 1992, Molisch et al 1993, Molisch e Oehry 1998]).
A utilizac¸a˜o de geometrias idealizadas no estudo do aprisionamento e´, como men-
cionado, bastante comum. A geometria unidimensional pode ser entendida como um
modelo que apresenta um paralelo marcado com a realidade. De facto, uma geome-
tria de placas paralelas infinitas com uma distaˆncia finita entre si, L, e´ uma geometria
idealizada cuja direcc¸a˜o normal a`s placas e´ a u´nica importante para o efeito do apri-
sionamento, sendo assim um modelo unidimensional [Molisch e Oehry 1998]. Uma
aproximac¸a˜o bastante fidedigna deste modelo corresponde a um cilindro de compri-
mento L com os topos transparentes a` radiac¸a˜o, mas com as paredes totalmente
reflectoras.
Outra geometria idealizada que se resume a um modelo unidimensional do apri-
sionamento radiativo e´ o modelo do cilindro de comprimento infinito. Esta carac-
ter´ıstica e´ bem mimetizada por um cilindro com o comprimento superior ao diaˆ-
metro. Em 1969, Avery mostrou que a distribuic¸a˜o radial de um cilindro com o
comprimento superior ao seu diaˆmetro era praticamente igual a` de um cilindro infi-
nito [Molisch e Oehry 1998]. Um cilindro finito com os topos totalmente reflectores
e´ compara´vel a um cilindro infinito.
A considerac¸a˜o de uma geometria unidimensional permite uma simplificac¸a˜o con-
sidera´vel do estudo do processo de aprisionamento. A adopc¸a˜o deste procedimento
e´ bastante comum tanto em modelos de atmosferas estelares com estratificac¸a˜o ver-
tical em planos infinitos [Mihalas 1978, Cannon 1985], como em vapores a` escala do
laborato´rio [Molisch e Oehry 1998]. No entanto, e´ importante ressalvar o facto de
a considerac¸a˜o das geometrias unidimensionais idealizadas implicar a auseˆncia de
resoluc¸a˜o espacial dos resultados, nos planos perpendiculares a` direcc¸a˜o assumida,
uma vez que apenas esta e´ considerada.
No entanto, neste trabalho, os detalhes geome´tricos das ce´lulas, como dimensa˜o
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e forma, na˜o sa˜o ignorados, nem sera˜o utilizadas geometrias idealizadas. Os efeitos
das dimenso˜es finitas das ce´lulas sa˜o contabilizados na probabilidade me´dia de ab-
sorc¸a˜o de cada gerac¸a˜o, assim como na eficieˆncia de populac¸a˜o.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o espacial da primeira gerac¸a˜o de espe´cies excitadas e´
completamente especificada pelos detalhes geome´tricos da amostra, a direcc¸a˜o e
posic¸a˜o de incideˆncia da excitac¸a˜o externa e o mecanismo f´ısico de interacc¸a˜o entre
esta e o meio.
No caso de fotoexcitac¸a˜o pontual (cuja dimensa˜o do feixe de radiac¸a˜o e´ subs-
tancialmente menor que a da amostra), com um perfil de emissa˜o representado por
Φexc(x), a distribuic¸a˜o espacial da primeira gerac¸a˜o de espe´cies excitadas e´ dada por:
P1(r) =
∫ +∞
−∞
δ(r− rp)Φ(x)e−Φ(x)‖r−rb‖Φexc(x)dx, (3.55)
onde rp e´ uma coordenada gene´rica ao longo do caminho da excitac¸a˜o externa no
interior da ce´lula, rb e´ a coordenada de incideˆncia da excitac¸a˜o externa na parede
da ce´lula e a func¸a˜o δ garante que na˜o ha´ excitac¸a˜o inicial fora da linha de acc¸a˜o da
excitac¸a˜o externa. Φ(x) corresponde ao perfil de absorc¸a˜o das espe´cies ato´micas. A
func¸a˜o p1(r) e´ obtida atrave´s da normalizac¸a˜o proposta na Eq. 3.27.
Como se verifica pela simples ana´lise da expressa˜o de P1(r), esta distribuic¸a˜o
depende do perfil espectral de absorc¸a˜o a` frequeˆncia de excitac¸a˜o Φ(x). O facto
desta dependeˆncia existir na distribuic¸a˜o espacial da primeira gerac¸a˜o de espe´cies
excitadas, implica a sua existeˆncia nas gerac¸o˜es seguintes, uma vez que estas se
definem com recorreˆncia a`s anteriores. Assim, todo o processo de aprisionamento e´
condicionado por este factor.
A criac¸a˜o de espe´cies excitadas por processos na˜o radiativos pode ocorrer numa
ce´lula de descarga luminosa e ser causada por excitac¸a˜o colisional com electro˜es (pro-
venientes do ca´todo e da ionizac¸a˜o do plasma a´ı existente). Nestas ce´lulas, uma parte
importante da radiac¸a˜o emitida, e´-o na regia˜o da coluna positiva [Lister et al 2002].
A coluna positiva e´ a regia˜o localizada entre a camada do ca´todo e o aˆnodo, onde
se verifica a existeˆncia de um plasma electricamente neutro, fracamente ionizado
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(grau de ionizac¸a˜o cerca de 10−8 a 10−6), sustentado por um campo ele´ctrico ex-
terno pouco intenso [Raizer 1991]. Esta regia˜o existe, apenas, quando as dimenso˜es
da ce´lula de descarga assim o permitam, ou seja, quando o espac¸amento entre ele´c-
trodos for suficiente para a existeˆncia conjunta da camada do ca´todo, essencial para
o funcionamento da laˆmpada, e a coluna positiva. Caso tal facto na˜o se verifique,
a coluna positiva na˜o existe. Nesta regia˜o das ce´lulas de descarga luminosa, o po-
tencial ele´ctrico e´ praticamente constante, assim como as densidades electro´nicas
e io´nicas. O plasma na˜o se encontra em equil´ıbrio termodinaˆmico, visto as taxas
de recombinac¸a˜o dos electro˜es com io˜es e de ionizac¸a˜o das espe´cies ato´micas, pro-
cessos considerados como inversos um do outro, serem bastante diferentes entre si
(aproximadamente 13 ordens de grandeza) [Raizer 1991]. A igualdade entre as taxas
de reacc¸o˜es inversas e´ uma das condic¸o˜es fundamentais para a considerac¸a˜o desse
equil´ıbrio.
As coliso˜es inela´sticas com os electro˜es mais energe´ticos sa˜o responsa´veis pela
excitac¸a˜o ou ionizac¸a˜o das espe´cies ato´micas. A primeira situac¸a˜o resulta na emissa˜o
radiativa das espe´cies que foram excitadas, enquanto que a segunda, principalmente,
garante a sustentabilidade do processo de descarga.
Em condic¸o˜es normais de funcionamento de laˆmpadas fluorescentes (intensidade
de corrente da ordem das poucas centenas de miliampere, pressa˜o de mercu´rio da or-
dem dos miliTorr e diferenc¸a de potencial aplicada na ordem das poucas centenas de
volt [Raizer 1991, Lister et al 2004, Bellan 2006]), a distribuic¸a˜o de velocidades das
diferentes espe´cies (electro˜es, io˜es e a´tomos) e´ caracterizada por temperaturas dife-
rentes. Devido a`s suas massas praticamente iguais, a troca de energia entre os io˜es
positivos (acelerados pelo campo ele´ctrico externo) e os a´tomos e´ bastante ra´pida
e faz com que os io˜es tendam a estar em equil´ıbrio te´rmico com as espe´cies ato´mi-
cas, a temperaturas da ordem da temperatura ambiente [Raizer 1991, Bellan 2006].
Por outro lado, como os electro˜es apresentam uma massa quase quatro ordens de
grandeza menor que a dos a´tomos e io˜es, a acelerac¸a˜o por eles sofrida e´ muito su-
perior e, consequentemente, tambe´m o e´ a sua velocidade. Logo, a sua temperatura
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e´ bastante maior que a das espe´cies mais pesadas, estando na gama das dezenas de
milhares de kelvin (poucos eV) [Raizer 1991, Lister et al 2004, Bellan 2006]. Esta
gama de temperaturas, em condic¸o˜es de equil´ıbrio termodinaˆmico, corresponderia
a graus de ionizac¸a˜o entre 10−2 e 1, o que, como ja´ referido, na˜o e´ verificado na
pra´tica, visto o plasma na˜o se encontrar nessa situac¸a˜o.
A excitac¸a˜o das espe´cies ato´micas por coliso˜es inela´sticas com electro˜es apre-
senta uma distribuic¸a˜o espacial proporcional a` distribuic¸a˜o da densidade electro´-
nica, de acordo com Dakin [Dakin 1986]. Em termos radiais, a distribuic¸a˜o espacial
dos electro˜es, na direcc¸a˜o radial, pe(r), tem um perfil aproximadamente parabo´lico
[Dakin 1986, Sommerer 1993], dado por (R representa o raio, medido em opacidade,
da ce´lula cil´ındrica):
pe(r) ∝
[
1−
( r
R
)2]
. (3.56)
Consequentemente, a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas tera´ tambe´m
uma forma aproximadamente parabo´lica, na direcc¸a˜o radial, como verificado nas
refereˆncias [Dakin 1986, Lister et al 2004, Giuliani et al 2005]. Ao longo da direcc¸a˜o
da descarga, a densidade electro´nica e´ aproximadamente constante [Raizer 1991],
pelo que a distribuic¸a˜o de espe´cies excitadas nesta direcc¸a˜o e´ considerada uniforme
[Dakin 1986, Lister et al 2004].
Outros autores identificam a distribuic¸a˜o espacial electro´nica e das espe´cies ex-
citadas como proporcional a` func¸a˜o de Bessel de ordem zero: pi(r) = pi0J0
(
2,405r
R
)
,
sendo que o ı´ndice i se refere a`s diferentes espe´cies consideradas e pi0 a` densi-
dade de probabilidade da espe´cie i no eixo da ce´lula (r = 0) [Baeva e Reiter 2003,
Raizer 1991]. Esta distribuic¸a˜o e a parabo´lica, ambas com a condic¸a˜o limite de, na
parede da ce´lula, a densidade de espe´cies ser nula, sa˜o bastante semelhantes. Deste
modo, dentro do aˆmbito das aproximac¸o˜es utilizadas neste trabalho, o n´ıvel de im-
precisa˜o introduzido por considerar uma ou outra e´ o mesmo. Foi enta˜o assumida a
distribuic¸a˜o parabo´lica, por ser mais simples de, em termos computacionais, gerar
uma varia´vel com essa distribuic¸a˜o (procedimento explicitado no pro´ximo cap´ıtulo,
secc¸a˜o 4.1.1).
3.4 Aprisionamento radiativo e func¸o˜es de redistribuic¸a˜o em frequeˆncia 101
A considerac¸a˜o de que a excitac¸a˜o causada por aplicac¸a˜o de um campo ele´ctrico
externo apresenta uma distribuic¸a˜o espacial uniforme, ao longo da direcc¸a˜o da des-
carga, e parabo´lica, com o pico no eixo da ce´lula, nas direcc¸o˜es radiais, foi ja´ utilizada
em va´rios trabalhos simulacionais referentes ao processo de aprisionamento radiativo
[Anderson et al 1985, van de Weijer e Cremers 1985, Sommerer 1993, Giuliani et al
2005] e e´ tambe´m neste trabalho assumida.
3.4 Aprisionamento radiativo e func¸o˜es de redis-
tribuic¸a˜o em frequeˆncia
As expresso˜es das grandezas consideradas ate´ este momento na˜o tomam em con-
siderac¸a˜o qualquer poss´ıvel correlac¸a˜o entre as frequeˆncias dos foto˜es absorvidos e
emitidos. E´ assumida redistribuic¸a˜o completa, ou seja, condic¸o˜es de CFR. Esta
situac¸a˜o, como discutida anteriormente neste trabalho (ver cap´ıtulo 2, subsecc¸a˜o
2.3.2), corresponde a uma sobreposic¸a˜o total dos espectros de absorc¸a˜o e emissa˜o, o
que implica um espectro de emissa˜o completamente independente da frequeˆncia de
absorc¸a˜o.
Quando as condic¸o˜es f´ısicas sa˜o tais que existe uma correlac¸a˜o entre as frequeˆn-
cias de absorc¸a˜o e reemissa˜o (o tempo me´dio entre coliso˜es e´ superior ao tempo de
vida intr´ınseco do estado excitado), a probabilidade me´dia de transic¸a˜o do ponto r
para r′′, descrita anteriormente pela Eq. 3.25, pode ser generalizada para a seguinte
expressa˜o:
fn(r, r
′′) =
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
R
(
kˆ, x; kˆ′, x′
)
4pi‖r′′ − r‖2 Φ(x)e
−Φ(x)‖r′′−r‖Φn−1(x′)dx′dx. (3.57)
Esta probabilidade me´dia de transic¸a˜o refere-se aos foto˜es de gerac¸a˜o n − 1 e
a func¸a˜o R engloba a informac¸a˜o f´ısica dos processos que causam a correlac¸a˜o das
frequeˆncias. As quantidades com apo´strofo referem-se aos foto˜es de gerac¸a˜o n − 1
que, apo´s serem absorvidas, originam a espe´cie que ira´ libertar o fota˜o de gerac¸a˜o
n. Este e´ descrito pelas quantidades sem o apo´strofo. A func¸a˜o de redistribuic¸a˜o
102 Cap´ıtulo 3 - Teoria estoca´stica do aprisionamento radiativo
R
(
kˆ, x; kˆ′, x′
)
representa a probabilidade conjunta de um fota˜o de frequeˆncia x′ que
se desloca numa direcc¸a˜o definida por kˆ′ ser absorvido e posteriormente reemitido
com uma frequeˆncia x, numa nova direcc¸a˜o kˆ [Mihalas 1978]. A func¸a˜o Φn−1(x′)
e´ a distribuic¸a˜o espectral de emissa˜o da radiac¸a˜o da gerac¸a˜o n − 1. Esta pode ser
descrita por uma relac¸a˜o de recorreˆncia:
Φn(x) =
∫ +∞
−∞
∫
V
∫
V
R
(
kˆ, x; kˆ′, x′
)
4pi‖r− r′‖2 Φ(x
′)e−Φ(x
′)‖r−r′‖Φn−1(x′)drdr′dx′, (3.58)
tendo em considerac¸a˜o que a distribuic¸a˜o espectral da primeira gerac¸a˜o de foto˜es e´
ditada por detalhes de fotoexcitac¸a˜o externa ou, em caso de excitac¸a˜o por coliso˜es
com electro˜es, a emissa˜o da primeira gerac¸a˜o, assume-se ocorrer com CFR.
A utilizac¸a˜o das Eqs. 3.57 e 3.58 induz a ideia que as coordenadas de absorc¸a˜o
e emissa˜o e as frequeˆncias dos foto˜es sa˜o varia´veis independentes umas das ou-
tras. Esta premissa na˜o e´ de todo verdade, uma vez que a distribuic¸a˜o espacial das
espe´cies excitadas, criadas por foto˜es de uma certa frequeˆncia, e´ necessariamente
diferente daquela das espe´cies criadas por foto˜es de outra frequeˆncia. Isto e´ facil-
mente compreendido se se mantiver em mente o facto de alguns foto˜es terem uma
elevada probabilidade de serem absorvidos, enquanto que o meio pode ser prati-
camente transparente a outros. Existe, portanto, uma correlac¸a˜o entre absorc¸a˜o e
reemissa˜o, tanto em termos de coordenadas espaciais, como de frequeˆncias. A func¸a˜o
de distribuic¸a˜o para as va´rias gerac¸o˜es e´ agora descrita, tendo em considerac¸a˜o esta
correlac¸a˜o.
Pn(r) =
∫ +∞
−∞
. . .
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∫
V
. . .
∫
V
∫
V
φ0fn−1
(
kˆn−1, xn−1; kˆn−2, xn−2
)
φ0fn−2
(
kˆn−2, xn−2; kˆn−3, xn−3
)
. . . φ0f2
(
kˆ2, x2; kˆ1, x1
)
φ0f1
(
kˆ1, x1; kˆp, xp
)
drn−1drn−2 . . . dr1dxn−1dxn−2 . . . dx1. (3.59)
fn
(
kˆn, xn; kˆn−1, xn−1
)
representa a probabilidade de absorc¸a˜o na posic¸a˜o rn+1,
dado que houve emissa˜o de um fota˜o de frequeˆncia xn em rn, criado pelo decaimento
de uma espe´cie excitada que houvera absorvido, na coordenada rn−1, um fota˜o de
frequeˆncia xn−1. Os vectores unita´rios usados para definir as direcc¸o˜es de absorc¸a˜o
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e emissa˜o sa˜o definidos da forma usual
(
kˆn =
rn+1−rn
‖rn+1−rn‖
)
, como a direcc¸a˜o de pro-
pagac¸a˜o da radiac¸a˜o de gerac¸a˜o n, emitida em rn e absorvida em rn+1. A func¸a˜o fn
e´ dada por:
fn
(
kˆn, xn; kˆn−1, xn−1
)
=
R
(
kˆn, xn; kˆn−1, xn−1
)
4pi‖rn+1 − rn‖2 Φ(xn)e
−Φ(xn)‖rn+1−rn‖. (3.60)
Do significado f´ısico de fn e´ imediato que a func¸a˜o fn−1 conte´m a coordenada a`
qual o fota˜o da (n − 1)-e´sima gerac¸a˜o e´ absorvido, i.e., rn. A func¸a˜o da primeira
gerac¸a˜o resulta da excitac¸a˜o externa; no caso de fotoexcitac¸a˜o com perfil espectral
Φexc(x), essa e´ descrita pela modificac¸a˜o da Eq. 3.55:
f1
(
kˆ1, x1; kˆp, x
)
=
∫ +∞
−∞
δ(r1 − rp)Φ(x)e−Φ(x)‖r1−rp‖Φexc(x)dx. (3.61)
As Eqs. 3.59 a 3.61 mostram que a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de
gerac¸a˜o n resulta de uma sequeˆncia de saltos caracterizados pelo par de coordenadas
(r, x), todas elas relacionadas entre si. Para cada gerac¸a˜o, existe memo´ria relati-
vamente aos eventos pre´vios de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o, que conduziram a` criac¸a˜o
das espe´cies excitadas dessa gerac¸a˜o. Isto caracteriza a situac¸a˜o de Redistribuic¸a˜o
Parcial em Frequeˆncias. Pelo contra´rio, no caso de CFR, uma vez criadas as espe´cies
excitadas de gerac¸a˜o n, a memo´ria de qualquer evento passado e´ completamente per-
dida. Esta situac¸a˜o equivale a dizer que se trata de um processo de primeira ordem
de Markov. Matematicamente, representa-se pela escrita da func¸a˜o Pn(r) como uma
relac¸a˜o de recorreˆncia, como evidenciado na transposic¸a˜o da Eq. 3.24 para a 3.26.
Na Eq. 3.59 e´ implicitamente assumido que o rendimento intr´ınseco de decaimento
radiativo das espe´cies excitadas e´ constante, independentemente das frequeˆncias dos
foto˜es absorvidos e emitidos. Se isto na˜o se verificar, torna-se indispensa´vel conside-
rar esta dependeˆncia e inclu´ı-la na func¸a˜o de redistribuic¸a˜o R
(
kˆn, xn; kˆn−1, xn−1
)
.
As equac¸o˜es anteriores teriam de sofrer as modificac¸o˜es necessa´rias para o efeito.
Ao considerar a existeˆncia de PFR uma consequeˆncia directa emana imediata-
mente: a maioria das grandezas f´ısicas descritas na secc¸a˜o 3.2 teria de ser alterada.
Nomeadamente, a probabilidade me´dia da excitac¸a˜o original causar foto˜es de gerac¸a˜o
104 Cap´ıtulo 3 - Teoria estoca´stica do aprisionamento radiativo
n, an, e´ obtida por modificac¸a˜o da Eq. 3.28.
an =
∫ +∞
−∞
∫
V
{∫ +∞
−∞
. . .
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∫
V
. . .
∫
V
∫
V
fn
(
kˆn, xn; kˆn−1, xn−1
)
φ0fn−1
(
kˆn−1, xn−1; kˆn−2, xn−2
)
φ0fn−2
(
kˆn−2, xn−2; kˆn−3, xn−3
)
. . . φ0f2
(
kˆ2, x2; kˆ1, x1
)
φ0f1
(
kˆ1, x1; kˆp, xp
)
drn−1 . . . dr2dr1dxn−1 . . . dx2dx1
}
drndxn. (3.62)
A probabilidade de escape da radiac¸a˜o de gerac¸a˜o n e´ estimada como o valor
me´dio de todas as poss´ıveis sequeˆncias (r, x) e da´ origem a:
fΩbn(x) =
∫
Ω
∫
V
{∫ +∞
0
. . .
∫ +∞
0
∫ +∞
0
∫
V
. . .
∫
V
∫
V
fbn
(
kˆb, x; kˆn−1, xn−1
)
φ0fn−1
(
kˆn−1, xn−1; kˆn−2, xn−2
)
φ0fn−2
(
kˆn−2, xn−2; kˆn−3, xn−3
)
. . . φ0f2
(
kˆ2, x2; kˆ1, x1
)
φ0f1
(
kˆ1, x1; kˆp, xp
)
drn−1 . . . dr2dr1dxn−1 . . . dx2dx1
}
drndrb, (3.63)
onde a func¸a˜o fbn e´ definida por:
fbn
(
kˆb, x; kˆn−1, xn−1
)
=
R
(
kˆb, x; kˆn−1, xn−1
)
4pi‖rb − rn‖2 e
−Φ(x)‖rb−rn‖ (3.64)
e quantifica a probabilidade de emissa˜o de um fota˜o de gerac¸a˜o n na coordenada
rn e direcc¸a˜o kˆp (sendo que a espe´cie emissora houvera sido criada por absorc¸a˜o de
um fota˜o de frequeˆncia xn−1, que se propagava na direcc¸a˜o definida por kˆn−1), a
multiplicar pela probabilidade da radiac¸a˜o na˜o ser absorvida ate´ a` coordenada rb na
superf´ıcie da ce´lula.
Ao contra´rio do que sucede quando se esta´ perante CFR, sob condic¸o˜es de PFR
a migrac¸a˜o foto´nica na˜o e´ um processo de Markov, no sentido em que na˜o e´ poss´ıvel
definir todo o processo a partir da distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o no instante
inicial e da probabilidade de transic¸a˜o entre quaisquer dois pontos no espac¸o, visto
esta na˜o ser independente de eventos passados. No entanto, a evoluc¸a˜o espacial da
excitac¸a˜o pode ser inclu´ıda num processo de Markov, como a migrac¸a˜o da excitac¸a˜o
tanto na coordenada espacial, como de frequeˆncia. Assim, este processo de Markov
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alargado considerara´ explicitamente a redistribuic¸a˜o conjunta entre as frequeˆncias
de absorc¸a˜o e reemissa˜o.
Em condic¸o˜es em que a correlac¸a˜o entre foto˜es absorvidos e reemitidos tenha
de ser tida em conta, as grandezas f´ısicas ba´sicas teˆm de sofrer alterac¸a˜o na sua
forma. Contudo, as observa´veis dependentes destas func¸o˜es manteˆm as suas defi-
nic¸o˜es, desde que utilizem as func¸o˜es ba´sicas ja´ alteradas, de modo a levar em conta
as modificac¸o˜es que PFR implica. Por exemplo, a densidade de probabilidade da dis-
tribuic¸a˜o espac¸o-temporal das espe´cies excitadas, n(r, t), continua a ser descrita pela
Eq. 3.30, desde que an e pn(r) sejam calculadas atrave´s das expresso˜es modificadas.
A correlac¸a˜o entre coordenadas espaciais e frequeˆncias, em eventos consecutivos
de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o, e´ um aspecto muito importante no estudo do aprisio-
namento radiativo, especialmente em meios ato´micos e em Astrof´ısica. A discussa˜o
desta correlac¸a˜o sera´ feita na secc¸a˜o 3.4.2. No entanto, antes de a iniciar, e´ feita uma
breve apresentac¸a˜o sobre as distribuic¸o˜es espectrais t´ıpicas de vapores ato´micos.
3.4.1 Func¸o˜es de distribuic¸a˜o espectral em vapores ato´micos
As func¸o˜es de distribuic¸a˜o espectral, utilizadas como ponto de partida aos tra-
balhos em vapores ato´micos, sa˜o os perfis de Doppler, Lorentz e Voigt, como visto
no cap´ıtulo anterior.
Para meios ato´micos onde o modelo de dois n´ıveis de energia pode ser utilizado
e as estruturas fina e hiperfina podem ser ignoradas, o uso de distribuic¸o˜es nor-
malizadas e´ muito u´til, uma vez que simplifica bastante o tratamento do processo,
tem um cara´cter universal e oferece uma grande versatilidade em prever novas si-
tuac¸o˜es. Para meios moleculares, mesmo em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa
em frequeˆncias e considerando apenas dois n´ıveis electro´nicos principais, a utilizac¸a˜o
de uma func¸a˜o normalizada na˜o e´ poss´ıvel. E´ necessa´rio refazer todos os ca´lculos
relativos a` reabsorc¸a˜o de cada vez que o espectro molecular muda.
As expresso˜es para as distribuic¸o˜es espectrais ato´micas normalizadas sa˜o descri-
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tas pelas Eqs. 2.29 que, por uma questa˜o de simplicidade sa˜o aqui repetidas.
ΦL(x) =
1
pi
1
1 + x2
,
ΦD(x) =
1√
pi
e−x
2
, (3.65)
ΦV (x) =
a
pi3/2
∫ ∞
−∞
e−u
2
a2 + (x− u)2du.
Retornando por uns momentos a` formulac¸a˜o estoca´stica do aprisionamento ra-
diativo, pode verificar-se que a densidade de probabilidade do tamanho de salto dos
foto˜es, i.e., a distaˆncia percorrida por estes entre um evento de absorc¸a˜o e posterior
reemissa˜o, e´ dada pela lei de Beer-Lambert, ponderada com a distribuic¸a˜o espectral
correspondente:
p(r) =
∫ +∞
−∞
p(r|x)Φ(x)dx =
∫ +∞
−∞
[Φ(x)]2 e−Φ(x)rdx, (3.66)
se se considerar redistribuic¸a˜o completa. Esta representac¸a˜o considera a opacidade
r como uma varia´vel aleato´ria, que depende da distribuic¸a˜o de uma outra varia´-
vel aleato´ria x, esta distribu´ıda de acordo com Φ(x). De acordo com o trabalho
de Eduardo Pereira [Pereira 2000] e [Pereira et al 2004], isto implica que todos os
momentos da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos sejam divergentes, pelo que e´ im-
poss´ıvel definir um livre percurso me´dio e um coeficiente de difusa˜o, i.e., o aprisio-
namento radiativo na˜o pode ser descrito por uma equac¸a˜o de difusa˜o, como foi ja´
exposto na introduc¸a˜o deste trabalho.
A equac¸a˜o 3.66 na˜o tem soluc¸a˜o anal´ıtica para nenhuma das distribuic¸o˜es supra-
mencionadas (apesar de existirem expresso˜es anal´ıticas aproximadas, tema que sera´
abordado no cap´ıtulo 5 deste trabalho), mas pode ser numericamente calculada. Os
resultados esta˜o patentes na Fig 3.3.
A escala logar´ıtmica em que o gra´fico e´ apresentado permite a conclusa˜o directa
que a distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos na˜o e´ exponencial. A figura mostra que,
confirmando a expectativa, as distribuic¸o˜es para o perfil espectral de Voigt esta˜o
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Figura 3.3 : Distribuic¸a˜o de tamanho de salto para perfis espectrais de Doppler, Lorentz
e Voigt com os paraˆmetros a=1× 10−4, 1× 10−3, 1× 10−2, 5× 10−2 e 1× 10−1.
localizadas entre as de Doppler e Lorentz, sendo que, a` medida que o paraˆmetro de
Voigt aumenta, a distribuic¸a˜o tende assimptoticamente para Lorentz; a` medida que
diminui, a tendeˆncia e´ a distribuic¸a˜o que considera o perfil de Doppler. A transic¸a˜o
entre o comportamento tipo Doppler e tipo Lorentz, com o aumento do paraˆmetro
a, na˜o e´ cont´ınua, mas consiste numa transic¸a˜o entre um comportamento do centro
da linha tipo Doppler, para as asas de distribuic¸a˜o tipo Lorentz. A` medida que isto
sucede, ocorre uma mudanc¸a na opacidade a` qual o regime assimpto´tico de Doppler
e´ substitu´ıdo pelo de Lorentz. Esta transic¸a˜o, ocorre a menores opacidades com o
aumento do paraˆmetro de Voigt. De acordo com o observado, para paraˆmetros de
Voigt mais elevados, as asas da distribuic¸a˜o tornam-se mais relevantes e a transic¸a˜o
para o regime assimpto´tico de Lorentz ocorre a menores opacidades, resultando
numa superior probabilidade de ocorrerem saltos de foto˜es de tamanho elevado.
3.4.2 Func¸o˜es de redistribuic¸a˜o em vapores ato´micos
A deduc¸a˜o das func¸o˜es integradas no aˆngulo foi ja´ efectuada no cap´ıtulo 2, na
secc¸a˜o 2.3.4. Neste ponto, o propo´sito na˜o e´ tanto a sua definic¸a˜o, mas a discussa˜o
das diferenc¸as f´ısicas no aprisionamento da radiac¸a˜o, para cada uma delas.
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Na Fig. 3.4 e´ feita uma comparac¸a˜o entre as func¸o˜es RI , RII e RIII e a distri-
buic¸a˜o espectral de Voigt correspondente, de modo a melhor ilustrar os efeitos de
PFR.
Figura 3.4 : Comparac¸a˜o entre as func¸o˜es de redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo RI , RII
e RIII e a func¸a˜o correspondente de CFR, para frequeˆncias de absorc¸a˜o adimensionais de
0, 2, 3 e 4. O paraˆmetro de Voigt e´ a = 1× 10−3.
As figuras mostram que, para as frequeˆncias do centro de linha (|x′| ≤ 2), na˜o se
manifestam significativamente efeitos de coereˆncia entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e
reemissa˜o, como se verifica para frequeˆncias mais afastadas (e´ importante relembrar
que o termo“coereˆncia”refere-se, neste contexto, a` concordaˆncia entre as frequeˆncias
de absorc¸a˜o e reemissa˜o). A` medida que as frequeˆncias se afastam do centro da
linha, os efeitos da redistribuic¸a˜o parcial tornam-se importantes. Verifica-se, como
mencionado anteriormente, que a func¸a˜o RII apresenta uma maior coereˆncia do que
RI , enquanto que RIII apresenta menor coereˆncia que RI nas asas da distribuic¸a˜o.
De salientar que a forma espec´ıfica das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o e a frequeˆncia para
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a qual ocorre a transic¸a˜o entre o centro e as asas depende do paraˆmetro de Voigt.
Apesar disto, as concluso˜es qualitativas sa˜o as mesmas para qualquer paraˆmetro a
considerado.
Nas treˆs situac¸o˜es consideradas para a deduc¸a˜o das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o
parcial, ha´ um mesmo padra˜o de comportamento. Quando a emissa˜o for origina´ria
de um a´tomo excitado por absorc¸a˜o de um fota˜o pro´ximo do centro de linha, a
probabilidade de o fota˜o emitido ter uma frequeˆncia nessa gama e´ superior do que
para CFR. Este facto implica o aumento da eficieˆncia do aprisionamento. Por outro
lado, quando o a´tomo excitado foi criado por um fota˜o das asas da distribuic¸a˜o, a
probabilidade de o fota˜o emitido ter uma frequeˆncia tambe´m nas asas, e´ superior
a` do caso de CFR, o que tende a diminuir a eficieˆncia do aprisionamento. Para
o caso particular da func¸a˜o RIII , quando a excitac¸a˜o e´ criada por um fota˜o nas
asas da distribuic¸a˜o, o espectro de reemissa˜o torna-se muito similar a CFR (func¸a˜o
de Voigt). A probabilidade de um a´tomo excitado, criado por um fota˜o do centro
de linha, emitir um fota˜o de frequeˆncia nas asas e´ muito pequena para todas as
distribuic¸o˜es, sendo menor para todas as condic¸o˜es de PFR do que de CFR.
Para todos os perfis de emissa˜o poss´ıveis, considerando quer redistribuic¸a˜o com-
pleta, quer parcial, e´ poss´ıvel inferir sobre a relac¸a˜o entre as frequeˆncias de emissa˜o
e as distaˆncias percorridas pelos foto˜es antes da reabsorc¸a˜o. Verifica-se que, para
a´tomos excitados criados por foto˜es do centro de linha, uma vez que e´ mais prova´vel
que a reemissa˜o corresponda a uma frequeˆncia tambe´m no centro, o coeficiente de
absorc¸a˜o e´ superior ao que e´ nas asas e, consequentemente, o tamanho de salto e´
mais pequeno. Os foto˜es percorrem uma menor distaˆncia antes de serem reabsor-
vidos. Se, por outro lado, os a´tomos excitados o foram por um fota˜o das asas, a
radiac¸a˜o emitida tera´ um menor coeficiente de absorc¸a˜o, o que implica uma maior
distaˆncia percorrida antes da reabsorc¸a˜o.
Comparando estes efeitos para os meios em condic¸o˜es de CFR e de PFR, observam-
se duas situac¸o˜es distintas. Em primeiro lugar, como a absorc¸a˜o no centro de linha
corresponde, maioritariamente, a uma emissa˜o na mesma gama, com probabilidade
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de ocorreˆncia superior para PFR do que para CFR, o tamanho de saltos dos foto˜es e´
menor para o meio em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial. Em segundo lugar, para a
excitac¸a˜o criada por foto˜es das asas, a reemissa˜o resulta tambe´m em foto˜es das asas,
com uma probabilidade muito superior para PFR do que para CFR (excepto no
caso ja´ mencionado de RIII , que apresenta probabilidades de reemissa˜o semelhantes
a`s da func¸a˜o de Voigt, para os foto˜es das asas), o que implica, necessariamente, um
grande aumento no tamanho de saltos dos foto˜es. Assim, existem dois efeitos con-
correntes na definic¸a˜o de uma escala de distaˆncias, para os efeitos do aprisionamento
com redistribuic¸a˜o parcial de frequeˆncias. Por um lado, uma diminuic¸a˜o na distaˆn-
cia percorrida pelos foto˜es pro´ximos do centro de linha e, por outro, um aumento
no tamanho dos saltos efectuados pelos foto˜es das asas. Para ale´m disto, como e´
menos prova´vel, para um meio sob condic¸o˜es de PFR do que de CFR, que um a´tomo
excitado por um fota˜o do centro de linha origine um fota˜o das asas, a tipologia dos
saltos dos foto˜es em condic¸o˜es de PFR e´ caracterizada por mais eventos de absorc¸a˜o
e reemissa˜o de menores dimenso˜es e menos saltos de maiores dimenso˜es, mas sendo
estas u´ltimas maiores do que para CFR.
As probabilidades me´dias de escape dos foto˜es de gerac¸a˜o n, (1−αn), dependem
da opacidade da ce´lula. Para ce´lulas de pequenas opacidades, as probabilidades de
escape sa˜o menores considerando PFR do que para CFR. De facto, isto significa que
para menores opacidades, o primeiro efeito mencionado, da diminuic¸a˜o no tamanho
de saltos para foto˜es do centro de linha, e´ dominante sobre o efeito do aumento do
tamanho de saltos, para foto˜es das asas, visto tambe´m que a probabilidade de escape
destes e´ sempre relativamente elevada. Para opacidades superiores, o segundo efeito
comec¸a a tornar-se mais importante, sendo poss´ıvel que as probabilidades me´dias de
escape sejam superiores, considerando redistribuic¸a˜o parcial em vez de completa. No
entanto, para a elevada gama de opacidades utilizada neste trabalho, os resultados
simulacionais obtidos na˜o evidenciam a prevaleˆncia desse efeito, sendo que, em todas
as condic¸o˜es testadas, o aprisionamento e´ mais eficiente em condic¸o˜es de PFR do
que CFR (cf. secc¸a˜o 4.6.3, do cap´ıtulo 4).
Cap´ıtulo 4
Simulac¸o˜es de aprisionamento
radiativo
Este cap´ıtulo descreve o processo global da simulac¸a˜o do aprisionamento ra-
diativo, em particular as condic¸o˜es experimentais nele consideradas, e analisa os
resultados que da´ı adveˆm. A descric¸a˜o das caracter´ısticas das ce´lulas utilizadas nas
simulac¸o˜es, assim como as condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o de frequeˆncia sob as quais as
simulac¸o˜es foram levadas a cabo, sa˜o apresentadas. Uma primeira parte do cap´ıtulo
refere-se a simulac¸o˜es com geometrias unidimensionais e tridimensionais (cilindros
e paralelep´ıpedos finitos) e grandezas adimensionais, em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o
completa em frequeˆncias. A u´ltima parte deste cap´ıtulo refere-se a simulac¸o˜es feitas
tendo em conta geometrias tridimensionais reais, para comparac¸a˜o com resultados
experimentais, tanto em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias completa, como
parcial. Nesta situac¸a˜o o objectivo do trabalho e´ confirmar a adequac¸a˜o do modelo
simulacional utilizado, ao verificado experimentalmente e confirmar a concordaˆncia
das previso˜es por ele obtidas, com os resultados experimentais. Os factores pass´ıveis
de influenciar os resultados das simulac¸o˜es sa˜o tambe´m discutidos.
As simulac¸o˜es foram feitas utilizando duas te´cnicas computacionais diferentes: o
me´todo de Monte Carlo e o das cadeias homoge´neas de Markov. E´ feita uma ava-
liac¸a˜o cr´ıtica dos me´ritos relativos e condic¸o˜es de aplicabilidade dos dois algoritmos.
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A modelizac¸a˜o e posterior simulac¸a˜o computacional de um processo f´ısico cons-
titui uma excelente fonte de informac¸a˜o para o estudo do feno´meno em causa. A
influeˆncia de variad´ıssimos factores pode ser avaliada e analisada com pormenor, per-
mitindo aprofundar o conhecimento sobre o feno´meno em estudo. Esta experieˆncia
computacional apresenta um cara´cter h´ıbrido entre a experieˆncia e a teoria.
O processo de aprisionamento radiativo tem sido estudado atrave´s de simulac¸o˜es
computacionais que pretendem mimetizar o feno´meno de absorc¸a˜o e reemissa˜o da ra-
diac¸a˜o num meio ato´mico. Ana´lises computacionais do feno´meno foram ja´ levadas a
cabo por va´rios autores (cf. por exemplo [Payne e Cook 1970, Anderson et al 1985,
Post 1986, Sommerer 1993, Molisch et al 1996, Lawler et al 2000], entre outros). O
processo e´ primeiramente definido do ponto de vista teo´rico, seguido pela criac¸a˜o de
algoritmos, que permitem simular correctamente todas as suas fases.
Neste trabalho, a eˆnfase e´ dada a` descric¸a˜o do aprisionamento radiativo como
um processo estoca´stico e a` importaˆncia da considerac¸a˜o do correcto mecanismo de
reemissa˜o foto´nica. Neste aˆmbito, o modelo ato´mico considerado apresenta va´rias
limitac¸o˜es, que importa discutir. Em primeiro lugar, considera-se um modelo de dois
n´ıveis de energia apenas, que ignora todos os outros n´ıveis energe´ticos existentes.
Ora, isto na˜o reflecte fielmente a cine´tica global do vapor, que e´ condicionada pelas
transic¸o˜es entre todos os n´ıveis e na˜o apenas por uma u´nica. Apesar deste facto,
a considerac¸a˜o de um modelo ato´mico de dois n´ıveis energe´ticos na˜o introduz um
erro significativo na simulac¸a˜o do feno´meno e e´ bastante comum nas simulac¸o˜es do
aprisionamento radiativo [Anderson et al 1985, Post 1986, Post et al 1986, Lawler
e Curry 1998, Baeva e Reiter 2003,Herd et al 2005]. Em algumas das refereˆncias
citadas, os resultados das simulac¸o˜es sa˜o comparados com os experimentais e as
aproximac¸o˜es consideradas na˜o introduzem erros significativos, que se traduzam em
diferenc¸as acentuadas entre os modelos e a verificac¸a˜o experimental.
Cada evento de emissa˜o e´ considerado isotro´pico. Esta aproximac¸a˜o e´ perfeita-
mente justificada, desde que a frequeˆncia de coliso˜es envolvendo a´tomos no estado
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excitado seja suficientemente elevada para garantir a quebra de correlac¸a˜o entre as
direcc¸o˜es de absorc¸a˜o e posterior emissa˜o. Outra limitac¸a˜o a tomar em conside-
rac¸a˜o prende-se com o facto de na˜o ser considerada a descric¸a˜o da polarizac¸a˜o da
radiac¸a˜o aprisionada no interior da ce´lula, nem da radiac¸a˜o utilizada para provocar
a excitac¸a˜o prima´ria, no caso de fotoexcitac¸a˜o. Isto corresponde a considerar que
a radiac¸a˜o na˜o e´ polarizada o que, para uma ce´lula onde ocorrem diversos even-
tos de absorc¸a˜o e emissa˜o, e´ uma aproximac¸a˜o bastante razoa´vel. Ale´m disto, sa˜o
ainda assumidas condic¸o˜es f´ısicas em que a resposta do sistema e´ linear e na˜o ocorre
emissa˜o estimulada de foto˜es. Para satisfazer esta condic¸a˜o, em caso de excitac¸a˜o
inicial por feixe foto´nico, tem de se operar em condic¸o˜es em que a fonte de radiac¸a˜o
exterior na˜o tenha uma intensidade demasiado elevada, de modo que tenha uma
influeˆncia despreza´vel no coeficiente de absorc¸a˜o do meio [Molisch e Oehry 1998].
Em condic¸o˜es de excitac¸a˜o prima´ria por coliso˜es com electro˜es, a diferenc¸a de po-
tencial aplicada tem de ser suficientemente reduzida para garantir o mesmo efeito
anterior. Nas condic¸o˜es em que os resultados experimentais usados para comparac¸a˜o
sa˜o obtidos, esta condic¸a˜o e´ perfeitamente va´lida.
No que se refere a` distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o,
esta sofre aproximac¸o˜es distintas, em func¸a˜o do tipo de simulac¸o˜es consideradas.
Quando se considera a excitac¸a˜o prima´ria causada por aplicac¸a˜o de campo ele´c-
trico externo (ce´lulas de descarga luminosa), a distribuic¸a˜o e´ homoge´nea ao longo
da direcc¸a˜o da descarga. Ale´m disso, pode assumir-se que a excitac¸a˜o esta´ ape-
nas concentrada do eixo da ce´lula ou que a sua distribuic¸a˜o radial e´ parabo´lica
[Baeva e Reiter 2003, Post 1986, Sommerer 1993]. A distribuic¸a˜o foi considerada
nula fora do eixo da ce´lula para todas as simulac¸o˜es a 1D e 3D gene´ricas e que na˜o
sa˜o directamente compara´veis com resultados experimentais (patentes nas secc¸o˜es
4.3 e 4.4). No caso das simulac¸o˜es directamente compara´veis com os resultados ex-
perimentais (presentes nas secc¸o˜es 4.5.1 e 4.6), a distribuic¸a˜o radial foi assumida
parabo´lica, como discutido na secc¸a˜o 3.3.1, do cap´ıtulo anterior. Adicionalmente,
uma vez que e´ mais pro´xima da distribuic¸a˜o das espe´cies excitadas quando se atinge
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o modo invariante, fundamental, permite uma convergeˆncia mais ra´pida de toda a si-
mulac¸a˜o para este modo [Baeva e Reiter 2003, Post 1986, Sommerer 1993]. Quando
se considera a fotoexcitac¸a˜o como fonte prima´ria de energia, a distribuic¸a˜o obedece
a` lei de Beer-Lambert, pesada pelo perfil de absorc¸a˜o da espe´cie em causa (ao longo
da direcc¸a˜o de excitac¸a˜o) e foi considerada nula no resto da ce´lula.
As simulac¸o˜es compara´veis com resultados experimentais teˆm como objectivo o
alcanc¸ar do modo fundamental, pelo que na˜o se torna necessa´ria uma reproduc¸a˜o
muito fiel da distribuic¸a˜o inicial da excitac¸a˜o no interior da ce´lula, uma vez que,
independentemente desta, a distribuic¸a˜o espacial no modo fundamental atingida e´
a mesma (este to´pico sera´ debatido e demonstrado na secc¸a˜o 4.3 deste cap´ıtulo). A
eˆnfase particular deste trabalho centra-se nas condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o entre as
frequeˆncias de absorc¸a˜o e de reemissa˜o e no modo fundamental. Este e´ relativamente
insens´ıvel a` falta de exactida˜o na especificac¸a˜o da excitac¸a˜o primordial, pelo que, as
aproximac¸o˜es das distribuic¸o˜es espaciais das espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o,
na˜o se traduzem em erros significativos. A comparac¸a˜o dos resultados das simulac¸o˜es
e´ feita com resultados da literatura obtidos em condic¸o˜es em que o modo fundamental
e´ dominante, ou seja, resultados resolvidos no tempo e obtidos apo´s a relaxac¸a˜o
do sistema para o modo fundamental, altura em que o decaimento observado e´
monoexponencial.
As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias implicam a aproximac¸a˜o ex-
tra do uso das func¸o˜es integradas no aˆngulo isotro´picas, ou seja, sujeitas a uma
me´dia angular em vez das resolvidas no aˆngulo e onde a distribuic¸a˜o angular e´ con-
siderada isotro´pica. No entanto, esta aproximac¸a˜o pode considerar-se va´lida para
situac¸o˜es em que o aprisionamento radiativo e´ bastante eficiente e se verifica um
elevado nu´mero de eventos de absorc¸a˜o e reemissa˜o, uma vez que ao fim destes even-
tos as correlac¸o˜es angulares existentes se va˜o perdendo. Ale´m disto, a eficieˆncia do
aprisionamento, em particular a` escala a que a transfereˆncia de radiac¸a˜o ressonante
ocorre, e´ muito mais dependente da redistribuic¸a˜o em frequeˆncias do que da redistri-
buic¸a˜o angular [Mihalas 1978, Cannon 1985, Hubeny 1984]. O facto da distribuic¸a˜o
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angular ser considerada isotro´pica em vez de dipolar, como resultaria do modelo
cla´ssico do dipolo radiante na˜o e´, no entanto, muito significativa, uma vez que se
encontra ja´ provado que a dependeˆncia angular das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o, no
regime assimpto´tico, e´ irrelevante [Frisch 1980].
Como foi mencionando no cap´ıtulo anterior, as grandezas experimentais sa˜o con-
vertidas em grandezas adimensionais, de modo a permitir uma poupanc¸a de meios
computacionais e, tambe´m, a verificac¸a˜o de tendeˆncias gene´ricas de comportamento
para uma vasta gama de situac¸o˜es concretas, nas quais sa˜o postos em evideˆncia os
efeitos do aprisionamento da radiac¸a˜o nos meios ato´micos. E´ poss´ıvel assim estabe-
lecer escalas caracter´ısticas para o aprisionamento e condic¸o˜es universais.
Os resultados das simulac¸o˜es sa˜o apresentados para ce´lulas de uma e treˆs di-
menso˜es, para diferentes geometrias. Os resultados adimensionais, para as condic¸o˜es
gene´ricas, sa˜o apresentados e os efeitos observados sa˜o discutidos. Para comparac¸a˜o
com resultados experimentais, sa˜o efectuadas simulac¸o˜es em que as coordenadas
adimensionais reflectem certos conjuntos de dados f´ısicos concretos.
4.1 Algoritmos de Monte Carlo e cadeias homoge´-
neas de Markov
A formulac¸a˜o estoca´stica da abordagem teo´rica de Representac¸a˜o de Difusa˜o
Mu´ltipla (MSR) ao processo de aprisionamento radiativo permite a quantificac¸a˜o da
influeˆncia deste feno´meno nas observa´veis, atrave´s da estimativa das probabilidades
me´dias de reabsorc¸a˜o e, concomitantemente, de escape. Estas, a eficieˆncia me´dia
de populac¸a˜o de cada gerac¸a˜o e a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas sa˜o
o “produto” principal das simulac¸o˜es. Como visto no cap´ıtulo anterior, estas sa˜o
as grandezas fundamentais para obter outras mais importantes, uma vez que men-
sura´veis. Assim, o objectivo principal das simulac¸o˜es computacionais e´ obter αn,
an e pn(r), para cada conjunto de condic¸o˜es iniciais. As observa´veis compara´veis a
resultados experimentais sa˜o obtidas utilizando aqueles resultados.
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4.1.1 Especificidades de cada algoritmo
A modelizac¸a˜o do aprisionamento radiativo em meios ato´micos e´ feita utilizando
dois tipos diferentes de algoritmos. Por um lado, os me´todos de Monte Carlo e, por
outro, as cadeias homoge´neas de Markov. Entre eles existem algumas diferenc¸as
fundamentais.
O me´todo de Monte Carlo permite estimar os paraˆmetros teo´ricos, com base
numa formulac¸a˜o probabil´ıstica do processo em estudo. Este me´todo foi original-
mente desenvolvido por Nick Metropolis, Stanislaw Ulman e Jonh van Neumann, no
Los Alamos Scientific Laboratory, no final da segunda guerra mundial e, desde a´ı,
utilizado para resoluc¸a˜o de uma vasta gama de problemas f´ısicos (cf., por exemplo,
[Ciccotti et al 1987, Newman e Barkema 1999, Rubistein 1981]). Para uma resenha
histo´rica da evoluc¸a˜o deste me´todo, consulte-se a refereˆncia [Newman e Barkema
1999].
A trajecto´ria individual de cada fota˜o no interior da ce´lula e´ simulada com base
neste me´todo de interpretac¸a˜o probabil´ıstica. O fota˜o cuja trajecto´ria e´ simulada e´
tratado como uma part´ıcula cla´ssica. Assim, e´ reproduzida a excitac¸a˜o prima´ria do
meio e o trajecto o´ptico que o fota˜o percorre antes de ser absorvido ou de escapar
da ce´lula. Quando ocorre absorc¸a˜o, simula-se a reemissa˜o e o processo repete-se.
Cada vez que um fota˜o abandona a ce´lula onde se encontra, a sua trajecto´ria e´ dada
como terminada e inicia-se a trajecto´ria de um novo fota˜o. E´ criado um nu´mero
suficientemente elevado de foto˜es de primeira gerac¸a˜o, de modo a garantir resultados
estatisticamente significativos, e as probabilidades me´dias de reabsorc¸a˜o dos foto˜es
de gerac¸a˜o n e de eficieˆncias de populac¸a˜o – αn e an – sa˜o estimadas. O algoritmo
e´ representado graficamente pelo diagrama de blocos patente na Fig. 4.1.
O me´todo das cadeias homoge´neas de Markov apresenta uma abordagem dife-
rente. E´ baseado em modelos matema´ticos de processos estoca´sticos, que podem ser
definidos por uma cadeia de eventos definidos recursivamente, exclusivamente pelo
elemento anterior da cadeia. O paraˆmetro de evoluc¸a˜o da cadeia e´, usualmente, o
tempo. Assim, o processo em estudo e´ definido para o tempo presente, fazendo uso
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Figura 4.1 : Diagrama de blocos da simulac¸a˜o do aprisionamento radiativo pelo me´todo
de Monte Carlo.
exclusivo das caracter´ısticas do tempo anterior (propriedade de Markov); o facto de
se considerarem as cadeias como homoge´neas, adve´m do facto de as distribuic¸o˜es
condicionais serem invariantes no tempo. Uma definic¸a˜o mais completa e rigorosa
deste me´todo pode ser encontrada em [van Kampen 1992].
A aplicac¸a˜o do me´todo das cadeias de Markov ao feno´meno do aprisionamento
da radiac¸a˜o baseia-se na identificac¸a˜o do paraˆmetro temporal com o nu´mero de ge-
rac¸o˜es dos foto˜es criados. Assim, em vez de eventos que ocorrem no instante t0,
t0 + ∆t, t0 + 2∆t e assim sucessivamente, neste trabalho sa˜o consideradas as ge-
rac¸o˜es n = 1 como correspondente ao instante inicial, n = 2 apo´s um evento de
absorc¸a˜o e emissa˜o, n = 3 apo´s a dois eventos de absorc¸a˜o e emissa˜o, e assim por
diante. Existe uma matriz de transic¸a˜o que conte´m as probabilidades de foto˜es se-
rem transferidos de um qualquer ponto na ce´lula para outro. Esta probabilidade e´
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descrita por f(r, r′) (Eq. 3.25, cap´ıtulo 3). Assim, a distribuic¸a˜o inicial das espe´-
cies excitadas e´ calculada de acordo com o tipo de excitac¸a˜o externa utilizado e a
probabilidade de a excitac¸a˜o passar de um ponto para outro na ce´lula e´ estimada,
utilizando o elemento correspondente da matriz de transic¸a˜o. Este processo e´ feito
para a definic¸a˜o das va´rias gerac¸o˜es de espe´cies excitadas, ate´ a` correspondente a`
gerac¸a˜o do modo invariante.
As principais caracter´ısticas de cada me´todo foram sumariamente apresentadas
nos para´grafos anteriores. De seguida, e´ feita uma descric¸a˜o mais detalhada de cada
um deles.
Algoritmo de Monte Carlo
Relativamente ao algoritmo de Monte Carlo, comece-se por referir que as coorde-
nadas da excitac¸a˜o inicial sa˜o escolhidas de acordo com o tipo de excitac¸a˜o externa
a que a ce´lula esta´ sujeita. Se se considerar que esta e´ feita numa ce´lula de descarga,
ou seja, atrave´s de coliso˜es inela´sticas entre electro˜es e a´tomos, a posic¸a˜o do a´tomo
excitado ao longo da direcc¸a˜o coincidente com o eixo da ce´lula e´ escolhida aleato-
riamente de uma distribuic¸a˜o uniforme. No resto da ce´lula, ou se considera que na˜o
ocorre excitac¸a˜o, ou que a distribuic¸a˜o das espe´cies excitadas nas direcc¸o˜es radiais
e´ parabo´lica, ou seja, e´ um parabolo´ide de revoluc¸a˜o em planos perpendiculares ao
eixo da ce´lula [Post 1986, Sommerer 1993, Baeva e Reiter 2003, Giuliani et al 2005].
O me´todo utilizado para gerar a posic¸a˜o das espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o
e´ descrito seguidamente.
A gerac¸a˜o dos nu´meros aleato´rios com uma distribuic¸a˜o na˜o uniforme e´ feita a
partir de nu´meros aleato´rios com distribuic¸a˜o uniforme em ]0,1[ e recorrendo ao me´-
todo da transformac¸a˜o [Press et al 1992]. Se se conhecer a distribuic¸a˜o normalizada
p(x) a que a varia´vel x tem de obedecer e dado um nu´mero aleato´rio uniforme em
]0,1[, nun, a varia´vel:
x(nun) = P
−1(nun) (4.1)
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tem a distribuic¸a˜o pretendida. P−1 e´ a func¸a˜o inversa da func¸a˜o de distribuic¸a˜o
integrada, dada por:
P (x) =
∫ x
−∞
p(u)du, (4.2)
A posic¸a˜o radial da excitac¸a˜o de primeira gerac¸a˜o e´ gerada de acordo a PDF
parabo´lica ja´ apontada no cap´ıtulo 3, na Eq. 3.56, recorrendo ao me´todo da trans-
formac¸a˜o, o que origina a seguinte expressa˜o:
r = R
√
1−√1− nun, (4.3)
na qual R representa o raio da ce´lula cil´ındrica.
Neste trabalho, como mencionado atra´s, no caso das simulac¸o˜es em que na˜o fo-
ram usados resultados experimentais para comparac¸a˜o, a excitac¸a˜o considerou-se ser
provocada apenas ao longo do eixo, enquanto que para as simulac¸o˜es a reproduzir
condic¸o˜es realistas, a distribuic¸a˜o criada foi parabo´lica. Se a excitac¸a˜o prima´ria for
originada por fotoexcitac¸a˜o, as coordenadas de absorc¸a˜o sa˜o escolhidas aleatoria-
mente de acordo com a lei exponencial de Beer-Lambert. A frequeˆncia da radiac¸a˜o
emitida no exterior da ce´lula e´ escolhida de acordo com o perfil de emissa˜o intr´ınseco
das espe´cies existentes no interior da ce´lula. Apo´s este primeiro passo, os a´tomos
excitados decaem quer por processos radiativos, quer colisionais. A probabilidade
do decaimento ser radiativo e´ dada pelo rendimento intr´ınseco deste feno´meno φ0 –
φ0 =
Γr
Γr+Γnr
, como definido na pa´gina 74.
No entanto, por uma questa˜o de se atingir uma maior confianc¸a estat´ıstica nos
resultados, com um menor nu´mero de foto˜es de primeira gerac¸a˜o criados, faz-se uso
de uma te´cnica de reduc¸a˜o de variaˆncia, que consiste essencialmente em considerar
na simulac¸a˜o apenas decaimentos radiativos e incluir o efeito da extinc¸a˜o na˜o ra-
diativa a posteriori. Este procedimento e´ levado a cabo analiticamente, atrave´s da
inclusa˜o do rendimento intr´ınseco de emissa˜o nas expresso˜es da eficieˆncia me´dia de
aprisionamento e da probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o.
A frequeˆncia do fota˜o emitido, a sua direcc¸a˜o e a distaˆncia percorrida por ele
ate´ a` reabsorc¸a˜o seguinte, sa˜o geradas aleatoriamente com base nas distribuic¸o˜es
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respectivas. Assim, a frequeˆncia e´ gerada de acordo com o espectro considerado
(Doppler, Lorentz ou Voigt, para CFR e RII ou RIII para PFR), a direcc¸a˜o de
emissa˜o e´ isotro´pica e a distaˆncia percorrida por ele e´ novamente gerada fazendo
uso da distribuic¸a˜o exponencial da lei de Beer-Lambert, a` frequeˆncia de reemissa˜o.
Assume-se que o fota˜o e´ emitido na mesma posic¸a˜o onde tinha ja´ sido absorvido,
uma vez que se utiliza a aproximac¸a˜o de a velocidade dos a´tomos ser de uma ordem
de grandeza tal que, durante o tempo em que esta˜o excitados, praticamente na˜o
alteram a sua posic¸a˜o. Pode demonstrar-se que esta aproximac¸a˜o e´ sustenta´vel,
nas condic¸o˜es usuais de funcionamento das laˆmpadas fluorescentes, dado que a uma
temperatura de ' 310 K a distaˆncia percorrida por um a´tomo de mercu´rio excitado
no estado 61P1 (cujos foto˜es do centro de linha teˆm λ = 184, 9 nm) e´ da ordem de
grandeza de 10−7 m. No mesmo intervalo de tempo, um fota˜o percorre cerca de 39
cm.
A frequeˆncia com a distribuic¸a˜o espectral considerada e´ calculada fazendo uso
do me´todo da transformac¸a˜o. Este me´todo so´ pode ser implementado analitica-
mente quando a func¸a˜o de distribuic¸a˜o espectral integrada for pass´ıvel de inversa˜o.
Caso contra´rio, a implementac¸a˜o tem de ser feita numericamente. Por esta ra-
za˜o, pode implementar-se analiticamente este me´todo para as distribuic¸o˜es de Dop-
pler e Lorentz, mas na˜o para as de Voigt, nem para qualquer das func¸o˜es de re-
distribuic¸a˜o parcial. Assim, a frequeˆncia aleato´ria com distribuic¸a˜o de Lorentz e´
dada por x = tan[pi(nun − 1/2)], enquanto que para Doppler e´ dada, por exemplo,
pela rotina computacional adaptada de GASDEV.f90 disponibilizada na refereˆn-
cia [Press et al 1992]. Esta rotina cria varia´veis com distribuic¸a˜o Gaussiana, de valor
me´dio nulo e variaˆncia unita´ria, enquanto que a distribuic¸a˜o de Doppler apresenta
uma variaˆncia de 1/2. Esta alterac¸a˜o, ou a necessa´ria para qualquer outra variaˆncia,
e´ fa´cil de implementar nas mesmas linhas do algoritmo de Box-Mueller usado pela
rotina original. Para as situac¸o˜es em que o ca´lculo na˜o pode ser anal´ıtico, recorre-se
a` construc¸a˜o de uma tabela contendo os valores das frequeˆncias e os respectivos va-
lores da func¸a˜o integrada do perfil de redistribuic¸a˜o. Para os obter calcula-se o perfil
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de reemissa˜o em va´rios pontos sucessivos e aproxima-se o integral da func¸a˜o a` soma
das a´reas correspondentes a estes pontos. O espac¸amento entre os pontos calculados
varia consoante a regia˜o do espectro considerada. Para as frequeˆncias mais pro´ximas
do centro de linha, o espac¸amento entre duas frequeˆncias consecutivas e´ constante
e pequeno, enquanto que para regio˜es nas asas da distribuic¸a˜o, os pontos apresen-
tam um espac¸amento constante numa escala logar´ıtmica. Nesta regia˜o espectral, a
variac¸a˜o dos perfis espectrais e´ menos acentuada e consegue-se, com o mesmo nu´-
mero de pontos, abranger uma gama de frequeˆncias bem mais afastadas do centro
de linha, do que se conseguiria caso o espac¸amento fosse linear. No caso das func¸o˜es
de Voigt utilizadas, as tabelas criadas conteˆm 2001 pontos na regia˜o mais pro´xima
do centro de linha (−100 ≤ x ≤ +100, o que implica um espac¸amento de 0,1) e
2000 nas asas da distribuic¸a˜o (100 ≤| x |≤ 1 × 1010). Apo´s a construc¸a˜o da tabela
procede-se a` interpolac¸a˜o das frequeˆncias correspondentes ao valor de
∫ x
−∞ p(u)du,
gerado aleatoriamente da distribuic¸a˜o uniforme entre 0 e 1.
A distaˆncia percorrida por um fota˜o entre dois eventos consecutivos de emissa˜o
e absorc¸a˜o e´ gerada aleatoriamente de acordo com a distribuic¸a˜o de Beer-Lambert
(utilizando novamente o me´todo da transformac¸a˜o), pelo que r = − ln(1−nun)
Φ(x)
=
− ln(nun)
Φ(x)
, visto que se 0 < nun < 1, (1− nun) variara´ uniformemente entre 1 e 0.
A direcc¸a˜o de emissa˜o e´, como ja´ referido, isotro´pica, pelo que a direcc¸a˜o de
emissa˜o e´ escolhida aleatoriamente de acordo com isto. Dois aˆngulos sa˜o gerados de
acordo com esta assunc¸a˜o. O esquema representativo destes aˆngulos esta´ patente na
Fig. 4.2.
A direcc¸a˜o correspondente ao eixo do cilindro ou do paralelep´ıpedo e´ a do eixo
dos zz. Em coordenadas polares esfe´ricas, o aˆngulo ϕ coincide com o aˆngulo feito
entre o eixo dos xx e a projecc¸a˜o no plano xOy da direcc¸a˜o de r. Este aˆngulo varia
entre 0 e 2pi. O aˆngulo θ corresponde ao aˆngulo feito entre o eixo dos zz e a projecc¸a˜o
neste eixo de r. Varia entre 0 e pi. O aˆngulo ϕ e´ gerado aleatoriamente, de modo a
ser uniformemente distribu´ıdo no intervalo de valores que lhe pode corresponder.
ϕ = 2pi · nun. (4.4)
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Figura 4.2 : Representac¸a˜o esquema´tica das varia´veis consideradas em coordenadas esfe´-
ricas.
O aˆngulo θ, para gerar uma distribuic¸a˜o isotro´pica, tem uma func¸a˜o densidade
de probabilidade de sen θ
2
. Aplicando o me´todo da transformac¸a˜o, verifica-se que a
varia´vel aleato´ria θ e´ obtida atrave´s da seguinte expressa˜o:
θ = cos−1(1− 2nun). (4.5)
Deste modo, garante-se que a direcc¸a˜o de propagac¸a˜o do fota˜o e´ completamente
isotro´pica.
Neste ponto, considerando a distaˆncia percorrida pelo fota˜o e a direcc¸a˜o em que
o fez, testa-se se o fota˜o se encontra no interior da ce´lula ou se ultrapassou alguma
das suas fronteiras. Caso isto se verifique, esse fota˜o e´ contabilizado como tendo
escapado, a sua trajecto´ria e´ terminada e outra espe´cie excitada de primeira gerac¸a˜o
e´ criada. Caso contra´rio, o fota˜o e´ absorvido e as coordenadas f´ısicas ja´ mencionadas
sa˜o novamente estimadas, repetindo o processo ate´ deserc¸a˜o do fota˜o da ce´lula.
O processo global e´ repetido um elevado nu´mero de vezes, de modo a obter-se
significado estat´ıstico dos dados. Este nu´mero depende das probabilidades de reab-
sorc¸a˜o e de escape dos foto˜es, pois quanto mais elevada for esta u´ltima, mais foto˜es
sera˜o necessa´rios simular para obter a mesma confianc¸a nos dados. Nas condic¸o˜es
das simulac¸o˜es efectuadas neste trabalho, esse nu´mero varia entre 100 000 e 2 000 000
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de primeiras gerac¸o˜es criadas. Estes nu´meros foram obtidos como sendo o nu´mero
mı´nimo a partir do qual os resultados de an e αn na˜o apresentavam uma variac¸a˜o re-
lativa maior do que a toleraˆncia escolhida de 10−6. Portanto, isto significa que, para
os valores mı´nimos e ma´ximos de opacidades utilizados, foram efectuadas simulac¸o˜es
para diferentes nu´meros de espe´cies excitadas criadas inicialmente e foi escolhido o
menor nu´mero de foto˜es de primeira gerac¸a˜o para o qual, a partir dele (para quan-
tidades mais elevadas), na˜o se manifestavam diferenc¸as nos valores observados para
as grandezas referidas, resultados directos das simulac¸o˜es.
Em algumas simulac¸o˜es, foi inclu´ıdo o ca´lculo do espectro observado, detectado
quer pelos topos da ce´lula, quer pela parte lateral. Este ca´lculo e´ feito com base
na probabilidade de um fota˜o se encontrar na zona de detecc¸a˜o (zona em frente ao
detector), de ser emitido na direcc¸a˜o certa e de percorrer a distaˆncia que separa o
ponto de emissa˜o do local onde se encontra o detector sem ser absorvido. O espectro
em estado estaciona´rio (na˜o normalizado) e´ dado pela Eq. 3.53, do cap´ıtulo anterior.
No algoritmo de Monte Carlo, este espectro e´ calculado acumulando a contri-
buic¸a˜o relativa de cada fota˜o presente na zona de detecc¸a˜o (regia˜o frontal ao local
de detecc¸a˜o seleccionado), em cada gerac¸a˜o e a determinados valores de frequeˆncia,
igualmente espac¸adas e distribu´ıdas em torno do centro da linha a estudar.
Algoritmo das cadeias de Markov
No me´todo das cadeias de Markov, a ce´lula considerada e´ dividida numa gre-
lha, ou seja, em va´rias sub-ce´lulas, em que cada uma corresponde a um estado do
sistema. A cada um destes estados e´ atribu´ıda uma probabilidade da excitac¸a˜o se
encontrar a´ı. A excitac¸a˜o prima´ria e´ definida de acordo com a fonte de excitac¸a˜o ex-
terna. Apo´s a definic¸a˜o inicial da probabilidade de se encontrarem a´tomos excitados
num determinado estado, a distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o da gerac¸a˜o seguinte
e´ calculada com base na matriz de transic¸a˜o, que indica qual a probabilidade de a
excitac¸a˜o transitar de um estado para outro. A cadeia de Markov fica completa-
mente definida com (i) um vector coluna contendo a distribuic¸a˜o da densidade de
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probabilidade da primeira gerac¸a˜o p1,
p1 =

p11
p21
p31
...
pM1

, (4.6)
ondeM representa o nu´mero ma´ximo de estados considerado e (ii) a matriz de tran-
sic¸a˜o P, definindo as probabilidades de, num u´nico salto, a excitac¸a˜o ser transferida
do estado i para o estado j, ou seja, ser emitido um fota˜o no estado i e absorvido
no j. Os elementos pij da matriz de transic¸a˜o sa˜o calculados integrando a probabi-
lidade de transic¸a˜o de i para j, para o volume de cada estado (V ) e para todas as
frequeˆncias de emissa˜o poss´ıveis, para o caso em que a redistribuic¸a˜o em frequeˆncias
e´ completa. Alia´s, este foi o u´nico caso em que o me´todo das cadeias de Markov foi
utilizado. Nas situac¸o˜es em que a redistribuic¸a˜o e´ apenas parcial, a probabilidade
de transic¸a˜o de um fota˜o de um estado para outro na˜o depende so´ da distaˆncia en-
tre os estados. Existe tambe´m a dependeˆncia com a frequeˆncia do fota˜o absorvido.
Consequentemente, como ha´ uma dependeˆncia de eventos anteriores para definic¸a˜o
da distribuic¸a˜o da excitac¸a˜o presente, o processo ja´ na˜o e´ considerado Markoviano.
No entanto, apesar deste constrangimento e adaptando o formalismo matema´tico, e´
ainda poss´ıvel definir uma matriz de transic¸a˜o, sendo que esta tem de ter em conta,
ale´m dos estados espaciais, os va´rios valores poss´ıveis de frequeˆncia dos foto˜es absor-
vidos. Cria-se enta˜o uma matriz em que cada estado espacial e´ agora um conjunto
de estados com a mesma coordenada espacial, mas va´rios valores poss´ıveis de fre-
queˆncia de absorc¸a˜o. A exigeˆncia computacional aumenta muit´ıssimo, uma vez que
em substituic¸a˜o de uma matriz deM ×M estados, surge a necessidade da utilizac¸a˜o
de uma matriz de (M ×N)× (M ×N) estados (N representa o nu´mero de frequeˆn-
cias consideradas). Por este motivo tornou-se incomporta´vel utilizar este me´todo na
simulac¸a˜o do aprisionamento radiativo em situac¸o˜es de PFR.
A divisa˜o do espac¸o real em estados discretos e´ uma aproximac¸a˜o da realidade f´ı-
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sica. Concomitantemente, quanto maior for a discretizac¸a˜o da ce´lula em causa, mais
fia´vel sera´ esta aproximac¸a˜o. E´ necessa´rio portanto, de modo a tornar o me´todo o
mais refinado poss´ıvel, utilizar estados de dimenso˜es muito reduzidas. No entanto,
esta reduc¸a˜o no tamanho dos estados, vem acompanhada de um aumento muito sig-
nificativo do tempo de ca´lculo necessa´rio e da utilizac¸a˜o de memo´ria de alocac¸a˜o de
varia´veis. Qualquer um destes factores pode ser limitativo do refinamento da grelha.
No entanto, um me´todo emp´ırico e intuitivo que permite estabelecer o refinamento
necessa´rio, consiste em correr o algoritmo va´rias vezes, diminuindo sucessivamente
o tamanho dos estados; quando os resultados na˜o apresentarem diferenc¸a vis´ıvel,
torna-se evidente que foi alcanc¸ado um tamanho de compromisso. Ce´lulas maiores
implicam perda de precisa˜o, menores implicam perda desnecessa´ria de tempo e re-
cursos computacionais. O valor da largura de estado ma´xima, para que a grelha seja
fina o suficiente, e´ de 0,05, em escala de opacidade.
Os elementos da matriz de transic¸a˜o, se forem consideradas condic¸o˜es de redis-
tribuic¸a˜o completa em frequeˆncias (como visto nos cap´ıtulos anteriores, Φabs(x) =
Φem(x) = Φ(x)) e ce´lulas unidimensionais, sa˜o definidos por:
pij(r) ' 1
2
h
∫ +∞
−∞
Φ2(x)e−Φ(x)rdx, (4.7)
onde o termo r e´ igual a ‖rj − ri‖, ou seja, refere-se a` distaˆncia entre os estados
envolvidos na transic¸a˜o i e j, e h refere-se a` largura de cada estado.
Como referido em cima, quando em condic¸o˜es de PFR, este elementos na˜o de-
pendem exclusivamente da distaˆncia entre os estados, mas tambe´m da frequeˆncia do
fota˜o absorvido que originou a excitac¸a˜o no estado i. No processo de emissa˜o em i,
com probabilidade condicional de R(x′, x)/Φ(x′) e de absorc¸a˜o em j, com espectro
Φ(x′), o elemento pij e´ definido como:
pij(r|x′) ' 1
2
h
∫ +∞
−∞
R(x′, x)
Φ(x′)
Φ(x)e−Φ(x)rdx. (4.8)
A distribuic¸a˜o espectral de emissa˜o e´ dada por uma das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o
R, conforme as condic¸o˜es f´ısicas consideradas, assim como a de absorc¸a˜o e´ a func¸a˜o
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de Doppler ou Voigt, conforme se trate de RI ou RII/III . As limitac¸o˜es no ca´lculo
destes elementos foram ja´ alvo de discussa˜o, alguns para´grafos atra´s.
Na definic¸a˜o da probabilidade de transfereˆncia de radiac¸a˜o de um estado para
o outro na˜o e´ tida em conta a possibilidade de decaimento na˜o radiativo, como se
verifica pela auseˆncia do factor φ0 nas Eqs. 4.7 e 4.8. Assim, como na utilizac¸a˜o
de algoritmos de Monte Carlo, essa possibilidade e´ contabilizada incluindo analiti-
camente na expressa˜o de αn e an a dependeˆncia de φ0.
A matriz de transic¸a˜o para situac¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias
e´ independente da gerac¸a˜o de espe´cies excitadas que se esta´ a considerar, pelo que
e´ calculada apenas uma vez.
P =

p11 p12 p13 . . . p1M
p21 p22 p23 . . . p2M
p31 p32 p33 . . . p3M
...
...
...
. . . p1M
pM1 pM2 pM3 . . . pMM

. (4.9)
Na realidade, na˜o e´ necessa´rio calcular toda a matriz, uma vez que esta e´ sime´-
trica em relac¸a˜o a` sua diagonal. A probabilidade de haver transfereˆncia de energia
do estado i para o estado j e´ igual a` da excitac¸a˜o passar de j para i. Assim, podem
ser calculados apenas os elementos de um dos lados da diagonal da matriz e os da
pro´pria diagonal, uma vez que os elementos sime´tricos apresentam o mesmo valor
de probabilidade.
As distribuic¸o˜es espaciais das gerac¸o˜es de espe´cies excitadas seguintes sa˜o calcu-
ladas utilizando a matriz de transic¸a˜o e a distribuic¸a˜o da gerac¸a˜o anterior, fazendo
uso da relac¸a˜o de recorreˆncia:
pn+1 = P · pn (4.10)
onde o ı´ndice n se refere ao nu´mero da gerac¸a˜o.
A equac¸a˜o anterior corresponde a um sistema em que a resposta e´ linear, pelo
que a evoluc¸a˜o da distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o e´ dada pelo integral de con-
voluc¸a˜o entre o perfil de excitac¸a˜o pn e a func¸a˜o δ, dado pela Eq. 4.7. O ca´lculo
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deste integral pode ser feito utilizando algoritmos com transformadas discretas de
Fourier, DFT – Discrete Fourier Transforms –, de um modo muito mais eficiente
do que atrave´s do ca´lculo do integral para cada transic¸a˜o. O tempo de ca´lculo deste
bloco do algoritmo de Markov pode ser drasticamente reduzido. Para simulac¸o˜es
em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias com o perfil espectral de
Lorentz e ce´lulas unidimensionais, para uma opacidade global de 100, a diferenc¸a de
tempo de ca´lculo do algoritmo total, utilizando as DFT’s ou fazendo o ca´lculo do
integral de convoluc¸a˜o e´ de cerca de 63 vezes menos.
O pacote de rotinas de transformadas de Fourier utilizadas neste trabalho foi
obtido no site www.fftw.org, onde FFTW e´ o acro´nimo de Fastest Fourier Transform
in the West, ou seja, as “Transformada de Fourier mais Ra´pidas do Oeste”, numa
clara e divertida alusa˜o a` rapidez e eficieˆncia destas rotinas [Frigo e Johnson 2004,
Frigo e Johnson 2005]. Estas permitem efectuar os produtos de convoluc¸a˜o patentes
no ca´lculo do vector da distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o, para cada gerac¸a˜o de
espe´cies excitadas, pn. A transformada discreta de Fourier de uma func¸a˜o espacial
pr(k) e´ dada por:
P (s) =M−1
M−1∑
k=0
pr(k)e
−i2pi(s/M)k, (4.11)
sendo a sua relac¸a˜o inversa:
pr(k) =
M−1∑
s=0
P (s)ei2pi(s/M)k. (4.12)
A convoluc¸a˜o de duas func¸o˜es pode ser calculada atrave´s do produto das suas
transformadas de Fourier, conforme o especificado no Teorema de Convoluc¸a˜o:
F (pr(k)⊗ fr(k)) = M · F (pr) · F (fr) =
= N · P (s) · F (s) (4.13)
Consequentemente, o modo de calcular pn, atrave´s das transformadas de Fourier,
implica o ca´lculo da transformada de pn−1 e da transformada da matriz de transic¸a˜o,
apo´s esta ter sido expressa na forma de um vector unidimensional, cujo ı´ndice se
refere a` diferenc¸a de ı´ndices espaciais. De salientar que a descric¸a˜o seguinte se
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aplica apenas a situac¸o˜es de ce´lulas unidimensionais. Por exemplo, o elemento pij
da matriz de transic¸a˜o e´ dado pelo elemento pk de um vector onde o ı´ndice k se
refere a` diferenc¸a entre ı´ndices k = j − i. Uma vez que a diferenc¸a de ı´ndices
representa apenas uma distaˆncia, o elemento pij = p(i, j) e´ igual a qualquer outro
elemento onde a distaˆncia em causa seja a mesma, ou seja, p(i, j) = p(i − m, j −
m) = p(i + l, j + l), quaisquer que sejam os ı´ndices m e l, desde que os ı´ndices
resultantes fac¸am parte do vector considerado. Deste modo, a matriz de transic¸a˜o
e´ substitu´ıda por um vector, onde o ı´ndice k se refere a` diferenc¸a de ı´ndices da
matriz de transic¸a˜o e, portanto, a` distaˆncia envolvida na transic¸a˜o da excitac¸a˜o.
Consequentemente, o produto das transformadas de Fourier destes dois vectores
(afectado pela constante de normalizac¸a˜o M , correspondente ao nu´mero de diviso˜es
espaciais da ce´lula) resulta na transformada do produto de convoluc¸a˜o dos dois
vectores iniciais. No final do ca´lculo deste produto, faz-se a transformada inversa
do vector resultante e obte´m-se pn.
O procedimento descrito e´ bastante mais ra´pido do que o ca´lculo directo da dis-
tribuic¸a˜o espacial de cada gerac¸a˜o, residindo aqui a grande vantagem da utilizac¸a˜o
deste me´todo. No entanto, tem algumas limitac¸o˜es. A utilizac¸a˜o de ce´lulas muito
grandes, onde esteja subjacente a necessidade de vectores com muito elementos,
torna o processo mais dif´ıcil e por vezes mesmo imposs´ıvel, em algumas ma´quinas
computacionais. Esta dificuldade e´ acentuada pelo facto de os vectores utilizados
terem de ter sempre a sua extensa˜o dobrada (onde metade dos elementos teˆm o
valor de zero) relativamente ao nu´mero de elementos em que a ce´lula se divide. Esta
necessidade prende-se com pormenores de ca´lculo computacional e tem como objec-
tivo evitar problemas de convoluc¸a˜o c´ıclica. O excesso de memo´ria necessa´ria para
alocac¸a˜o de todas as varia´veis limita a utilizac¸a˜o das transformadas. Esta limitac¸a˜o
torna-se mais efectiva a` medida que se passa de ce´lulas uni para bidimensionais e,
ainda mais, para ce´lulas tridimensionais. Apesar de teo´rica e computacionalmente
poss´ıvel, a utilizac¸a˜o de matrizes para efectuar os ca´lculos respectivos torna o pro-
cesso invia´vel do ponto de vista da memo´ria necessa´ria para alocar tais varia´veis,
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pelo menos com os recursos computacionais dispon´ıveis neste trabalho.
Na simulac¸a˜o do aprisionamento radiativo, as distribuic¸o˜es espaciais de va´rias
gerac¸o˜es sa˜o calculadas, quer pelo me´todo do produto directo, quer pelo das trans-
formadas de Fourier, ate´ se verificar uma invariaˆncia entre duas gerac¸o˜es consecuti-
vas, ou seja, ate´ ser atingido o modo invariante. Esta invariaˆncia e´ verificada com
um paraˆmetro de toleraˆncia relativa ε, que ao longo deste trabalho foi considerado
ser de 10−6. Apo´s todos os ca´lculos das distribuic¸o˜es espaciais da excitac¸a˜o, as
probabilidades me´dias de reabsorc¸a˜o de cada gerac¸a˜o sa˜o calculadas, como a raza˜o
entre a probabilidade de existir excitac¸a˜o no interior da ce´lula na gerac¸a˜o n+ 1 e a
probabilidade de existeˆncia a` gerac¸a˜o anterior.
αn =
∑M
i=1 p
i
n+1∑M
i=1 p
i
n
(4.14)
Tendo esta probabilidade estimada, a eficieˆncia de populac¸a˜o e´ imediata. As
grandezas observa´veis sa˜o obtidas a partir destas duas, como descrito anteriormente.
4.1.2 Me´ritos relativos de cada me´todo
A discussa˜o das vantagens e desvantagens relativas dos dois me´todos computa-
cionais e´ bastante u´til na medida em que permite uma escolha consciente do me´todo
mais conveniente, de modo a optimizar os recursos dispon´ıveis. Sob algumas con-
dic¸o˜es, e´ mais apropriado o uso do me´todo de Monte Carlo e, sob outras, o algoritmo
das cadeias de Markov revela-se de maior utilidade. A comparac¸a˜o entre os dois foca
os seguintes aspectos: (i) clareza f´ısica, (ii) precisa˜o de resultados, (iii) inclusa˜o de
efeitos f´ısicos adicionais, (iv) tempo de ca´lculo e (v) limitac¸o˜es de memo´ria das
ma´quinas.
O me´todo de Monte Carlo permite uma interpretac¸a˜o clara do feno´meno f´ısico
que e´ simulado. E´ tambe´m muito simples e directo incluir outros feno´menos concor-
rentes com o aprisionamento da radiac¸a˜o, como a sua difusa˜o mu´ltipla, a reflexa˜o nas
paredes da ce´lula, a polarizac¸a˜o da radiac¸a˜o ou a redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆn-
cias. A inclusa˜o dos efeitos de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias no algoritmo
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de Monte Carlo e´ apenas marginalmente mais complexo, enquanto que no algoritmo
das cadeias de Markov a exigeˆncia sobe bastante, uma vez que ha´ necessidade de
incluir a dependeˆncia da frequeˆncia do fota˜o de gerac¸a˜o anterior. Assim, em relac¸a˜o
a` clareza f´ısica do algoritmo e a` facilidade de inclusa˜o de outros efeitos f´ısicos, os
algoritmos de Monte Carlo sa˜o superiores aos dos das cadeias de Markov. Estes
na˜o permitem a inclusa˜o de efeitos que na˜o possam ser incorporados na matriz de
transic¸a˜o e na˜o sa˜o ta˜o intuitivos em termos de implementac¸a˜o como os de Monte
Carlo.
O me´todo das cadeias de Markov tem como resultado da simulac¸a˜o probabili-
dades me´dias de reabsorc¸a˜o e de sobreviveˆncia ate´ a` gerac¸a˜o n, enquanto que no
me´todo de Monte Carlo as probabilidades me´dias sa˜o calculadas a posteriori. Os
resultados para o me´todo de Markov apresentam uma precisa˜o muito mais elevada
do que os de Monte Carlo, uma vez que a convergeˆncia para este u´ltimo me´todo e´
bastante lenta, enquanto que, para o me´todo das cadeias de Markov, as grandezas
me´dias sa˜o calculadas directamente. Este facto e´ particularmente importante no que
se refere ao ca´lculo da probabilidade de reabsorc¸a˜o do modo invariante, uma vez que,
em determinadas condic¸o˜es, uma pequen´ıssima diferenc¸a neste valor significa uma
diferenc¸a na taxa de decaimento radiativo do modo fundamental bastante significa-
tiva. Tome-se como exemplo, uma situac¸a˜o em que φ0 = 0, 99987 e αS = 0, 84332.
O tempo me´dio de vida de aprisionamento para o modo fundamental resulta, nestas
condic¸o˜es, em τ = 6, 3780. Uma pequena variac¸a˜o para αS = 0, 89000, correspon-
dente a cerca de 6% de aumento, vai provocar um tempo me´dio de aprisionamento
de τ = 9, 0814, o que significa um acre´scimo de 42, 4% relativamente ao primeiro
valor.
O modo invariante e´ determinado, no algoritmo de Markov, quando a diferenc¸a
relativa entre a probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o dos foto˜es de gerac¸a˜o n e n + 1
na˜o variar mais do que a toleraˆncia adoptada. Este crite´rio na˜o pode ser utilizado no
me´todo de Monte Carlo, pois e´ necessa´rio predefinir o nu´mero ma´ximo de gerac¸o˜es
alcanc¸ado. Deste modo, o alcance do modo invariante esta´ sujeito a` considerac¸a˜o de
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um nu´mero suficientemente elevado de gerac¸o˜es e, ao mesmo tempo, a` limitac¸a˜o de
a excitac¸a˜o poder ter abandonado a ce´lula muito antes do nu´mero de gerac¸o˜es es-
tipulado pelo utilizador. Estes constrangimentos podem ser atenuados se o nu´mero
da gerac¸a˜o a` qual se atinge o modo invariante for previamente estimado atrave´s do
me´todo das cadeias de Markov. Para ce´lulas a duas ou treˆs dimenso˜es faz-se uma
simulac¸a˜o com o me´todo das cadeias de Markov a uma dimensa˜o, considerando-se
esta como correspondendo a` menor dimensa˜o da ce´lula considerada. O nu´mero de
gerac¸o˜es necessa´rio para atingir o modo invariante e´ aproximadamente igual ao da
ce´lula multidimensional [Alves-Pereira et al 2007b]. Este aspecto do modo funda-
mental e´ um em que o me´todo das cadeias de Markov apresenta uma vantagem
evidente relativamente ao de Monte Carlo.
A comparac¸a˜o em termos de tempo de ca´lculo tem de ser feita cuidadosamente.
De facto, esta comparac¸a˜o na˜o e´ de todo linear, uma vez que cada me´todo apresenta
tempos de ca´lculo com dependeˆncias diferentes do outro e, portanto, na˜o compara´-
veis. O algoritmo de Monte Carlo depende do nu´mero de foto˜es de primeira gerac¸a˜o
criados, do nu´mero de gerac¸o˜es que se pretende seguir e da opacidade da ce´lula.
Quanto ao me´todo das cadeias de Markov, o seu ca´lculo depende do nu´mero de
gerac¸o˜es necessa´rio para se atingir o modo invariante e do nu´mero de estados exis-
tentes na ce´lula. Este cresce linearmente com cada dimensa˜o da ce´lula, uma vez que
o tamanho de cada estado na˜o pode ultrapassar o limite a partir do qual a integrac¸a˜o
sobre o seu volume deixa de ser fisicamente significativa (conferir discussa˜o na pa´-
gina 125). Assim, a` medida que a opacidade aumenta, o nu´mero de estados em que
a ce´lula se divide tambe´m cresce. Ale´m disto, o nu´mero de operac¸o˜es necessa´rias
para definir os vectores pn para as va´rias gerac¸o˜es e´ proporcional ao quadrado do
nu´mero de estados M2 e ao nu´mero de gerac¸o˜es ate´ se atingir o modo invariante nS.
Consequentemente, um pequeno aumento na opacidade da ce´lula corresponde a um
aumento mais que quadra´tico do tempo de ca´lculo (devido ao nu´mero de estados
aumentar, o tempo aumenta com M2; mas como o tamanho da ce´lula tambe´m au-
menta sa˜o necessa´rias mais gerac¸o˜es para atingir o modo invariante). A utilizac¸a˜o
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das transformadas de Fourier para ca´lculo do integral de convoluc¸a˜o e´ uma mais va-
lia do me´todo das cadeias de Markov, em termos de tempo de ca´lculo, uma vez que
o nu´mero de operac¸o˜es necessa´rias para calcular cada vector pn varia com o nu´mero
de estados com M logM [Frigo e Johnson 2005], em vez de M2. No entanto, este
recurso so´ foi utilizado a uma dimensa˜o, pelos motivos anteriormente apresentados.
Os algoritmos das cadeias de Markov (utilizando as DFT) sa˜o mais ra´pidos que
os de Monte Carlo quando se trata de ce´lulas com geometrias unidimensionais, en-
quanto que para ce´lulas bi ou tri-dimensionais, torna-se prefer´ıvel a adopc¸a˜o do
u´ltimo como ferramenta de simulac¸a˜o.
A escolha feita acima esta´ tambe´m intimamente relacionada com o u´ltimo fac-
tor de comparac¸a˜o. Nos limites testados neste trabalho, pode afirmar-se que os
algoritmos de Monte Carlo na˜o originaram nenhum problema com os recursos com-
putacionais, ou seja, na˜o se verificou qualquer limitac¸a˜o de memo´ria virtual dos
computadores utilizados e o tempo de ca´lculo era perfeitamente aceita´vel. Por outro
lado, o algoritmo das cadeias de Markov apresenta bastantes problemas a este n´ıvel.
Note-se que a matriz de transic¸a˜o implica uma matriz aloca´vel de dimensa˜oM×M .
Quando a opacidade da ce´lula considerada aumenta um pouco, torna-se necessa´ria
bastante mais memo´ria para alocar esta matriz. Pode fazer-se uso de alguns para
diminuir este efeito, permitindo a utilizac¸a˜o deste me´todo para ce´lulas maiores, mas,
mesmo assim, se a opacidade crescer mais um pouco, a utilizac¸a˜o do algoritmo de
Markov fica irremediavelmente comprometida por falta de memo´ria virtual (nos pro-
cessadores utilizados ao longo deste trabalho). Um dos procedimentos referidos e´ o
de na˜o guardar todos os elementos da matriz de transic¸a˜o, mas apenas os elementos
acima ou abaixo da diagonal e os da pro´pria diagonal o que implica um nu´mero de
M2/2 +
√
2M/4 estados guardados.
Desta discussa˜o, pode concluir-se que, sempre que poss´ıvel e´ melhor utilizar o
me´todo das cadeias de Markov. No entanto, como para ce´lulas multidimensionais
isto na˜o se revela poss´ıvel (excepto para opacidades ta˜o pequenas que na˜o teˆm
relevaˆncia experimental), o melhor a fazer e´ identificar a menor dimensa˜o e correr
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uma simulac¸a˜o do feno´meno de aprisionamento radiativo a 1D com a opacidade
identificada, de modo a identificar a gerac¸a˜o para a qual se atinge o modo invariante
e depois utilizar este nu´mero de gerac¸a˜o para correr o algoritmo de Monte Carlo com
a geometria real de treˆs dimenso˜es [Alves-Pereira et al 2007b]. Tambe´m quando se
queira simular ce´lulas onde as condic¸o˜es sa˜o de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias,
a utilizac¸a˜o dos algoritmos de Markov esta´ interdita, devido a limitac¸o˜es de alocac¸a˜o
de varia´veis.
4.2 Condic¸o˜es f´ısicas reais e adimensionais
Na simulac¸a˜o de qualquer feno´meno f´ısico e´ necessa´rio conhecer as condic¸o˜es em
que este se desenrola. Assim, para simular o aprisionamento radiativo e´ imperativo
conhecerem-se os detalhes geome´tricos da ce´lula onde este ocorre, como a sua forma
e tamanho, a temperatura a que o ga´s se encontra, a sua densidade, a composic¸a˜o
do vapor e a pressa˜o no interior da ce´lula. Como mencionado anteriormente, as
simulac¸o˜es sa˜o feitas de modo a que os dados de entrada sejam adimensionais. A
justificac¸a˜o para este procedimento foi ja´ apresentada, mas prende-se, sobretudo,
com a maior generalidade dos resultados obtidos, uma vez que as mesmas condic¸o˜es
adimensionais podem descrever diferentes conjuntos de condic¸o˜es reais.
O procedimento pre´vio a` simulac¸a˜o do aprisionamento radiativo consiste em con-
verter todas as grandezas necessa´rias a` simulac¸a˜o, em grandezas adimensionais. A
partir da temperatura, densidade ou pressa˜o do ga´s na ce´lula (considerando tambe´m
a existeˆncia ou na˜o de um ga´s inerte), do tipo de material e das dimenso˜es e geometria
da ce´lula obte´m-se a opacidade, o rendimento intr´ınseco de emissa˜o e o paraˆmetro
de Voigt. Estes sa˜o os dados adimensionais necessa´rios para se proceder a` simulac¸a˜o
do feno´meno.
Antes de prosseguir com a descric¸a˜o do processo de conversa˜o de grandezas reais
em adimensionais, e´ conveniente fazer uma pequena nota paralela. Na maioria das
situac¸o˜es, as laˆmpadas fluorescentes conteˆm, ale´m do vapor de mercu´rio, um ga´s
inerte, que e´ utilizado com treˆs objectivos principais [Lister et al 2004]: i) estabe-
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lecer o equil´ıbrio necessa´rio entre a taxa de ionizac¸a˜o do mercu´rio, para manter o
fluxo de electro˜es, e a excitac¸a˜o dos a´tomos para a produc¸a˜o de radiac¸a˜o, ii) mini-
mizar os efeitos do bombardeamento dos ele´ctrodos e da camada fosforescente que
reveste interiormente o tubo, por parte dos io˜es de mercu´rio, prolongando o tempo
de vida da laˆmpada e iii) auxiliar no arranque da laˆmpada, reduzindo a diferenc¸a de
potencial necessa´ria para iniciar a descarga. Um dos gases inertes mais utilizados
nas laˆmpadas fluorescentes e´ o a´rgon. Este ga´s na˜o interfere no aprisionamento da
radiac¸a˜o, uma vez que na˜o absorve a radiac¸a˜o ressonante do mercu´rio, mas causa
um aumento na taxa de desactivac¸a˜o desta espe´cie, visto sofrer coliso˜es com os a´to-
mos excitados e poder provocar a sua desactivac¸a˜o na˜o radiativa, caso aquelas sejam
inela´sticas. Assim, na presenc¸a de um ga´s inerte o rendimento intr´ınseco radiativo
diminui, visto φ0 =
Γr
Γr+Γnr
e Γnr ter em conta o decaimento colisional, tanto com
a´tomos de mercu´rio, como tambe´m de a´rgon. Para ale´m deste efeito, o paraˆmetro
de Voigt aumenta, dado que o alargamento colisional se torna mais significativo,
aumentando a largura da distribuic¸a˜o de Lorentz face a` de Doppler, que se mante´m
inalterada. No entanto, este feno´meno, para a gama de condic¸o˜es f´ısicas estudada
neste trabalho, e´ muito pouco significativo. Comparando o rendimento intr´ınseco
de reemissa˜o, a` temperatura de 293 K, de uma ce´lula sem ga´s inerte com outra
com a´rgon a 400 Pa (a 273 K), verifica-se que φ0 sofre alterac¸a˜o de 0,9999891 para
0,9998606 com a adic¸a˜o do ga´s. Esta diferenc¸a corresponde a 0,013% de alterac¸a˜o
sobre o valor sem a´rgon. Por outro lado, o paraˆmetro de Voigt tambe´m sofre um
alterac¸a˜o, de cerca de 5,6%, com a excepc¸a˜o de ser no sentido de um aumento de
aV com o aumento da pressa˜o de a´rgon.
4.2.1 Ca´lculo das quantidades adimensionais
A opacidade total da ce´lula depende, como visto anteriormente, do tamanho da
ce´lula e do coeficiente de absorc¸a˜o global.
r = kT ` =
k0
Φ(0)
`, (4.15)
4.2 Condic¸o˜es f´ısicas reais e adimensionais 135
em que o coeficiente de absorc¸a˜o no centro de linha e´ dado pelo produto da densidade
nume´rica do vapor em estudo, pela secc¸a˜o recta eficaz de absorc¸a˜o ao centro de linha,
k0 = Nσ0. A expressa˜o do coeficiente de absorc¸a˜o ao centro de linha e´ derivada da
relac¸a˜o entre o coeficiente Asi de Einstein (representado por Γr), a forc¸a do oscilador
correspondente a` transic¸a˜o entre um estado i e um estado s, fis e o coeficiente de
absorc¸a˜o da linha. Assim, [Thorne et al 1999]:∫
k(ν)dν =
e2
4ε0mc
Nfis ⇔
⇔
∫
k(ν)dν =
Γrc
2N
8piν2
gs
gi
, (4.16)
onde gs e gi sa˜o as degeneresceˆncias dos n´ıveis superior e inferior envolvidos na tran-
sic¸a˜o, respectivamente e ε0 e´ a permitividade ele´ctrica do vazio. Tendo em atenc¸a˜o
o integral
∫
k(ν)dν e fazendo uma mudanc¸a de varia´vel de ν para x, frequeˆncia adi-
mensional definida relativamente a` largura a meia altura de Doppler
(
2(ν−ν0)
∆νD
√
ln2
)
,
vem: ∫ +∞
0
k(ν)dν =
∫ +∞
−∞
k(x)
∣∣∣∣dνdx
∣∣∣∣ dx = ∫ +∞−∞ k(x)ν0c v0dx, (4.17)
sendo v0 a velocidade mais prova´vel dos a´tomos no meio. Por outro lado, o coeficiente
de absorc¸a˜o definido em func¸a˜o da frequeˆncia adimensional, relaciona-se com o perfil
normalizado por k(x) = k0
Φ(x)
Φ(0)
, pelo que∫ +∞
−∞
k(x)
ν0
c
v0dx =
k0v0
Φ(0)λ0
, (4.18)
uma vez que
∫ +∞
−∞ Φ(x)dx = 1 (λ0 corresponde ao comprimento de onda do centro de
linha). Assim, substituindo o resultado da Eq. 4.18 na Eq. 4.16 e considerando a dis-
tribuic¸a˜o espectral de Doppler, em que Φ(0) = 1/
√
pi, chega-se a` expressa˜o utilizada
por [Walsh 1959, Anderson et al 1985, Post 1986, van de Weijer e Cremers 1985]:
k0 =
λ30ΓrN
8pi3/2v0
gs
gi
. (4.19)
O paraˆmetro de Voigt fornece a relac¸a˜o entre os pesos das distribuic¸o˜es de tipo
Lorentziana (alargamento natural e colisional) e de Doppler. Este paraˆmetro pode
ser estimado por:
a =
√
ln2
∆νL
∆νD
=
λ0 (Γr + Γc)
4piv0
(4.20)
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onde ∆νL e ∆νD representam as larguras a meia altura das distribuic¸o˜es de Lorentz
e Doppler, respectivamente. O paraˆmetro Γc e´ dado por Γc = Γcr + Γcgi, em que
Γcr e Γcgi se referem a` taxa de coliso˜es ela´sticas ressonantes e com ga´s inerte, res-
pectivamente; estas descorrelacionam a fase da radiac¸a˜o electromagne´tica absorvida
e emitida no referencial do pro´prio a´tomo, provocando o alargamento colisional. A
taxa de coliso˜es ela´sticas ressonantes (relativas a` espe´cie X) e´ dada por [Berman e
Lamb 1969, Post 1986, Menningen e Lawler 2000]:
Γcr = 0, 904
gs
gi
N(X)λ30
6pi2
Γr. (4.21)
A taxa de coliso˜es ela´sticas com espe´cies de ga´s inerte (gi) e´ determinada a partir
de B, o coeficiente de alargamento por coliso˜es com ga´s inerte [Menningen e Lawler
2000, Herd et al 2005], como:
Γcgi = N(gi)B. (4.22)
O rendimento intr´ınseco de desexcitac¸a˜o radiativa, relaciona as taxas de decai-
mento radiativo e na˜o radiativo (colisional) pela expressa˜o φ0 =
Γr
Γr+Γnr
, como ja´
visto. De salientar que esta taxa Γnr = γc refere-se a` extinc¸a˜o da excitac¸a˜o por co-
liso˜es, enquanto que a Γc se refere a`s coliso˜es ela´sticas sofridas pela espe´cie radiante.
O paraˆmetro de extinc¸a˜o vem enta˜o:
γc = N(X)kX-X +N(gi)kX-gi. (4.23)
Os factores kX-X e kX-gi representam os coeficientes das taxas de extinc¸a˜o entre
a´tomos da espe´cie ressonante X, e entre a´tomos do ga´s inerte gi e da espe´cie resso-
nante. Estes coeficientes sa˜o espec´ıficos para cada transic¸a˜o considerada e para tipo
de a´tomos envolvidos nas coliso˜es.
Tendo em mente as expresso˜es anteriores e´ agora poss´ıvel proceder a` transfor-
mac¸a˜o das condic¸o˜es reais nas adimensionais. A densidade nume´rica de um vapor
ato´mico pode ser determinada conhecendo a sua temperatura e pressa˜o, utilizando
a equac¸a˜o dos gases ideais ou a equac¸a˜o de Van der Walls (a diferenc¸a entre N
calculada por uma relac¸a˜o ou a outra e´ de apenas 0,01%). Caso so´ seja conhecida
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uma das grandezas – P ou T – torna-se necessa´rio fazer uso de uma relac¸a˜o emp´ı-
rica relativa a` pressa˜o de vapor de uma substaˆncia em equil´ıbrio com o seu estado
l´ıquido, va´lida para uma determinada gama de condic¸o˜es. Nas laˆmpadas fluorescen-
tes, motivac¸a˜o experimental deste trabalho, o mercu´rio no estado l´ıquido encontra-se
em equil´ıbrio com o seu vapor. Para esta substaˆncia, a relac¸a˜o mencionada e´ dada
por [Fuhr e Wiese 1998]:
log(P ) = 10, 1222− 3190
T
. (4.24)
A equac¸a˜o vem nas unidades S.I. e foi estabelecida para temperaturas entre 298
e 400 K e para presso˜es entre 1× 10−10 e 1× 102 Pa.
Os ca´lculos do coeficiente de absorc¸a˜o no centro de linha, do rendimento in-
tr´ınseco de emissa˜o radiativa e do paraˆmetro de Voigt sa˜o efectuados utilizando os
valores da densidade nume´rica do ga´s ressonante e da temperatura a que opera. Com
o paraˆmetro de Voigt, determina-se o valor do perfil de absorc¸a˜o no centro de linha
Φ(0) (assumindo que o perfil de absorc¸a˜o e´ sempre descrito pela func¸a˜o de Voigt),
necessa´rio para a determinac¸a˜o da opacidade. Assim, todos os dados adimensionais
necessa´rios para dar in´ıcio a` simulac¸a˜o esta˜o reunidos.
Os resultados adimensionais obtidos da simulac¸a˜o sa˜o posteriormente convertidos
em grandezas com dimensa˜o. Para converter os tempos me´dios de vida e de aprisio-
namento, assim como a taxa de decaimento efectiva faz-se uso do tempo me´dio de
vida real do estado excitado da espe´cie emissora.
4.2.2 Distribuic¸o˜es espectrais consideradas
As simulac¸o˜es sa˜o feitas utilizando as va´rias distribuic¸o˜es espectrais discutidas.
A distribuic¸a˜o de Voigt representa a situac¸a˜o composta de alargamento de Doppler e
Lorentz, pelo que a sua representac¸a˜o surge situada entre os casos limite de Doppler
e Lorentz. A` medida que o paraˆmetro de Voigt aumenta, a distribuic¸a˜o tende para
a forma Lorentziana, enquanto que se o paraˆmetro de Voigt diminuir, a distribuic¸a˜o
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espectral tende para a forma Gaussiana. Este comportamento e´ demonstrado na
Fig 2.2 do cap´ıtulo 2.
A maioria das simulac¸o˜es feitas na assunc¸a˜o de CFR, usam a distribuic¸a˜o de Voigt
como perfil de absorc¸a˜o e de emissa˜o, com paraˆmetro a varia´vel, desde 1 × 10−5 a
5 × 10−1. Estes paraˆmetros foram escolhidos por porem em evideˆncia a transic¸a˜o
entre o cara´cter de Doppler e o de Lorentz e, ale´m disto, devido ao facto dos dados
referentes a`s condic¸o˜es reais apontarem para paraˆmetros de Voigt contidos nesta
gama (entre 0,001 e 0,100). Nas circunstaˆncias em que foi assumida a existeˆncia de
redistribuic¸a˜o parcial, o perfil de absorc¸a˜o e´ descrito pela func¸a˜o de Voigt, enquanto
que o de emissa˜o o e´ pela func¸a˜o RII ou RIII , para o mesmo paraˆmetro de Voigt.
4.3 Simulac¸o˜es unidimensionais
A modelizac¸a˜o do aprisionamento radiativo foi feita comec¸ando pela geometria
mais simples: um segmento de recta (unidimensional). A radiac¸a˜o so´ apresenta
dois caminhos poss´ıveis de movimento: em direcc¸a˜o a um dos topos da linha ou em
direcc¸a˜o ao outro topo. Assim, a condic¸a˜o isotro´pica para a reemissa˜o dos foto˜es
traduz-se na probabilidade de 1
2
para cada lado da ce´lula.
Uma discussa˜o sobre a considerac¸a˜o de modelos unidimensionais como represen-
tativos do feno´meno de aprisionamento radiativo foi ja´ levada a cabo no cap´ıtulo
3, mais propriamente na pa´gina 97, pelo que se remete aqui para a leitura desses
para´grafos como justificac¸a˜o da pertineˆncia do estudo simulacional de uma geome-
tria unidimensional. No entanto, e´ importante reforc¸ar a ideia que a utilizac¸a˜o de
um modelo unidimensional no estudo do aprisionamento radiativo e´ bastante per-
tinente e permite obter resultados compara´veis a geometrias reais, relevantes para
uma vasta gama de situac¸o˜es.
Para o estudo presente neste trabalho, a opacidade das ce´lulas consideradas
variou desde 1 ate´ 11 000 e va´rias observa´veis foram estimadas. E´ de salientar o
facto de todas as grandezas aqui apresentadas serem adimensionais, como ja´ referido
anteriormente, inclusive o tempo de vida de aprisionamento, sendo que os resultados
4.3 Simulac¸o˜es unidimensionais 139
a este referente surgem em unidades de tempo de vida intr´ınseco, ou seja, t =
t′/τ0, sendo t′ o tempo com dimenso˜es e t o aqui apresentado, adimensional. Neste
trabalho preliminar, o rendimento intr´ınseco de decaimento radiativo e´ considerado
constante ao longo da gama de opacidades e considera-se que as condic¸o˜es f´ısicas
originam redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias. Foram utilizados os dois me´todos
computacionais supra referidos, permitindo assim a validac¸a˜o cruzada dos resultados
obtidos.
Como descrito anteriormente, as quantidades directamente obtidas das simu-
lac¸o˜es sa˜o a eficieˆncia de populac¸a˜o, an, e a probabilidade de reabsorc¸a˜o, αn, e e´
com base nestas que se estimam todas as outras, atrave´s das expresso˜es para os
paraˆmetros estoca´sticos apresentadas no cap´ıtulo 3. Para dois valores de opacidade
da ce´lula, 100 e 11000, a eficieˆncia de populac¸a˜o e´ representada na Fig. 4.3. Esta
quantidade refere-se a` fracc¸a˜o da excitac¸a˜o inicial que ainda se encontra na ce´lula,
apo´s n eventos de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o. A excitac¸a˜o primordial e´ considerada ho-
moge´nea. Os resultados para a distribuic¸a˜o de Voigt esta˜o ordenados entre Lorentz
e Doppler, de acordo com o paraˆmetro a, para esta grandeza, assim como para as
seguintes.
Figura 4.3 : Eficieˆncia de populac¸a˜o me´dia para ce´lulas de opacidades 100 e 11000,
respectivamente, para Lorentz, Voigt a = 5× 10−1, 10−1 e 5× 10−2 e Doppler.
Para ambas as opacidades, a tendeˆncia e´ a mesma. A populac¸a˜o no estado exci-
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tado decresce significativamente com o nu´mero de gerac¸o˜es (grandeza com paralelo
marcado com o tempo), para ambas as opacidades e todas as distribuic¸o˜es espectrais.
A diferenc¸a principal entre o resultado para opacidade 100 e 11000 e´ a ordem de
grandeza. Para a ce´lula menor, a radiac¸a˜o escapa mais rapidamente, pelo que as ge-
rac¸o˜es mais elevadas apresentam bastante menos a´tomos no estado excitado. Para a
ce´lula maior, os foto˜es demoram mais a escapar, uma vez que ha´ uma maior hipo´tese
de reabsorc¸a˜o no interior da ce´lula e, consequentemente, maior aprisionamento.
As probabilidades de reabsorc¸a˜o correspondentes a` situac¸a˜o supra descrita sa˜o
apresentadas na Fig. 4.4. Neste gra´fico e´ tambe´m vis´ıvel que, para a ce´lula mais
pequena, αn’s sa˜o tambe´m menores do que para a ce´lula maior, como era intuiti-
vamente previsto. Quanto maior a opacidade das ce´lulas onde se encontra o vapor
ato´mico, maior e´ o aprisionamento sentido pela radiac¸a˜o no seu interior.
Figura 4.4 : Probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o para ce´lulas de opacidade 1 e 11000,
respectivamente, para Lorentz, Voigt a = 5× 10−1, 10−1 e 5× 10−2 e Doppler.
Para o mesmo conjunto de simulac¸o˜es foram obtidos os rendimentos globais de
emissa˜o e os tempos me´dios de vida efectivos. Estes resultados sa˜o exibidos na
Fig. 4.5, para meios onde se assumem as distribuic¸o˜es de Doppler, Lorentz e Voigt.
Quanto a esta u´ltima, os paraˆmetros considerados foram: a = 5× 10−2, 1× 10−1 e
5×10−1, sendo estes paraˆmetros t´ıpicos de condic¸o˜es reais. A excitac¸a˜o prima´ria da
ce´lula foi considerada homoge´nea e o rendimento intr´ınseco de decaimento radiativo
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Figura 4.5 : Rendimento global de emissa˜o e tempo me´dio de vida efectivo, com φ0 = 0, 90
para Doppler, Voigt a = 5× 10−2, 10−1, 2× 10−1 e 5× 10−1 e Lorentz.
tinha o valor constante de 0,9. Este valor, apesar de ser inferior aos valores t´ıpicos em
vapores ato´micos em condic¸o˜es laboratoriais, foi adoptado de modo a ilustrar o efeito
da desactivac¸a˜o na˜o radiativa, mantendo ainda um forte cara´cter de desactivac¸a˜o
radiativa, manifestado em condic¸o˜es laboratoriais. E´ conveniente reforc¸ar a ideia
que o tempo aqui apresentado e´ adimensional.
Como pode ser observado na Fig. 4.5, a` medida que a opacidade cresce, o rendi-
mento global de emissa˜o diminui. O aumento da opacidade pode ser devido quer ao
aumento do tamanho da ce´lula, quer ao aumento da densidade do ga´s. Em ambos
os casos, a radiac¸a˜o sera´ mantida no interior da ce´lula por mais tempo e escapara´
menos para o exterior. Consequentemente, o rendimento global de emissa˜o diminui
e o tempo me´dio de vida efectivo aumenta.
Outro aspecto importante a reter da ana´lise do gra´fico e´ a ordem relativa das
observa´veis, no que concerne a` distribuic¸a˜o espectral considerada. Verifica-se que, o
meio onde se assume a distribuic¸a˜o espectral de Doppler, sofre um aprisionamento
mais eficiente, uma vez que τ e´ superior para este meio e φ e´ inferior comparativa-
mente com os que assumem as outras distribuic¸o˜es. Os resultados para os meios com
distribuic¸a˜o espectral de Voigt encontram-se, naturalmente, posicionados entre os
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de Doppler e Lorentz. Quanto maior o paraˆmetro de Voigt mais pro´xima de Lorentz
se torna a distribuic¸a˜o e quanto mais pequeno, mais pro´xima de Doppler. Tendo em
mente que na distribuic¸a˜o de Lorentz os foto˜es das asas teˆm uma importaˆncia mais
elevada, enquanto que para Doppler estes sa˜o estatisticamente menos significativos
e os foto˜es do centro de linha sa˜o muito mais relevantes, e´ compreens´ıvel o facto da
probabilidade de reabsorc¸a˜o ser menor nos meios Lorentzianos. Os foto˜es das asas
percorrem distaˆncias substancialmente maiores antes de haver reabsorc¸a˜o, o que
provoca uma diminuic¸a˜o da probabilidade de tal evento ocorrer. Em consequeˆncia
disto, torna-se muito mais prova´vel estes escaparem da ce´lula sem reabsorc¸a˜o, o que
induz uma diminuic¸a˜o das probabilidades αn e an (como se pode verificar nas figu-
ras anteriores), assim como um aumento no rendimento global de reemissa˜o e uma
diminuic¸a˜o no tempo me´dio de aprisionamento. Paralelamente, a probabilidade de
um fota˜o das asas ser absorvido e reemitido como fota˜o de centro de linha, regia˜o
espectral que facilitaria a sua reabsorc¸a˜o, e´ extremamente pequena. Por outro lado,
para a distribuic¸a˜o de Doppler, a existeˆncia de foto˜es de centro de linha e´ muito mais
prova´vel. Estes percorrem pequenas distaˆncias antes de serem novamente absorvi-
dos, pelo que permanecem aprisionados no meio durante mais tempo, aumentando
a taxa de reabsorc¸a˜o e a populac¸a˜o me´dia de cada gerac¸a˜o de espe´cies excitadas
provocando, concomitantemente, a diminuic¸a˜o do rendimento global de reemissa˜o e
o aumento do tempo me´dio de aprisionamento. Em adic¸a˜o a este facto, e´ de salientar
que os foto˜es do centro de linha apresentam uma elevada probabilidade de, ao serem
reabsorvidos, serem reemitidos na mesma gama de frequeˆncias, o que dificulta ainda
mais o seu abandono da ce´lula.
Um factor condicionante do aprisionamento da radiac¸a˜o e´ o rendimento intr´ınseco
do decaimento radiativo. Para avaliar a sua importaˆncia, foram feitas simulac¸o˜es
nas mesmas condic¸o˜es anteriores (mesma gama de opacidades e excitac¸a˜o prima´ria
homoge´nea), utilizando perfis espectrais de Doppler e Lorentz, para va´rios valores
de φ0 entre 0,90 e 1,00. As diferenc¸as observadas nos paraˆmetros φ e τ esta˜o apre-
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sentadas na Fig. 4.6, para o perfil espectral de Doppler. O rendimento global de
reemissa˜o e´ maior para o perfil de Lorentz do que para o de Doppler, enquanto que
com o tempo de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o sucede o oposto. Esta tendeˆncia tinha sido
ja´ discutida com base na Fig. 4.5.
Figura 4.6 : Rendimento global de emissa˜o e tempo me´dio de vida efectivo, para Doppler,
com os valores de φ0 = 0, 90, 0,93, 0,95, 0,98 e 1,00.
Os paraˆmetros globais de relaxac¸a˜o sa˜o fortemente dependentes do valor de φ0,
mas essa dependeˆncia e´ cr´ıtica quando o rendimento intr´ınseco de decaimento radia-
tivo e´ muito pro´ximo de 1. Quando este paraˆmetro e´ unita´rio, o rendimento global
de reemissa˜o tambe´m o sera´, como e´ observa´vel na figura. Deste modo, o caso de
φ0 = 1 constitui um teste ra´pido ao algoritmo, uma vez que, obrigatoriamente, o
rendimento global de reemissa˜o tera´ de ser tambe´m unita´rio. Na situac¸a˜o em que
todas as espe´cies excitadas decaem radiativamente e na˜o ha´ qualquer processo de
desactivac¸a˜o na˜o radiativa, toda a excitac¸a˜o acaba por, eventualmente, abandonar a
ce´lula. Consequentemente, φ = 1 e o tempo de aprisionamento e´ bastante superior
ao que se verifica para valores de φ0 inferiores.
Da observac¸a˜o directa dos gra´ficos verifica-se que quanto maior e´ o rendimento
intr´ınseco de emissa˜o radiativa, maior e´ o tempo de aprisionamento da radiac¸a˜o
na ce´lula e tambe´m maior e´ o seu grau de escape. De facto, um φ0 mais elevado
significa que maior proporc¸a˜o da excitac¸a˜o inicial e´ transformada em foto˜es, o que
implica um aumento do rendimento global de emissa˜o e do tempo me´dio de retenc¸a˜o
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na ce´lula. Quando φ0 e´ menor, verifica-se uma maior importaˆncia da desactivac¸a˜o
colisional em cada evento de reabsorc¸a˜o, o que origina um aprisionamento radiativo
menos eficaz, traduzido na diminuic¸a˜o das grandezas φ e τ .
O pro´ximo factor a ser analisado e´ a influeˆncia da forma da excitac¸a˜o prima´ria
no aprisionamento radiativo. Sendo a excitac¸a˜o prima´ria homoge´nea ou criada por
fotoexcitac¸a˜o, o comportamento da radiac¸a˜o no interior do meio e´ bastante diferente.
Para analisar estas diferenc¸as foram feitas simulac¸o˜es nas mesmas condic¸o˜es ante-
riores (mesma gama de opacidades, φ0 = 90% e perfil espectral de Doppler), mas
onde a fonte de excitac¸a˜o externa era um feixe de foto˜es com a mesma distribuic¸a˜o
espectral da radiac¸a˜o emitida pelo meio ato´mico. Este facto e´ comum na literatura
[van de Weijer e Cremers 1985]. Os resultados sa˜o comparados com os da excitac¸a˜o
homoge´nea na Fig. 4.7.
Figura 4.7 : Rendimento global de emissa˜o e tempo me´dio de vida efectivo, para Doppler
φ0 = 0, 90, para excitac¸a˜o prima´ria A – por feixe de radiac¸a˜o e B – por excitac¸a˜o prima´ria
homoge´nea.
O tempo de vida efectivo na˜o apresenta a mesma tendeˆncia do que no caso de
excitac¸a˜o homoge´nea. Em vez de crescer continuamente com a opacidade, aumenta
apenas para valores pequenos daquela grandeza e depois mante´m-se praticamente
inaltera´vel.
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O feixe foto´nico utilizado para provocar a excitac¸a˜o inicial e´ apontado para um
dos topos da ce´lula; a primeira gerac¸a˜o de espe´cies excitadas distribui-se de acordo
com a func¸a˜o distribuic¸a˜o de tamanho de saltos p(r), com o ma´ximo de concen-
trac¸a˜o junto ao topo onde a radiac¸a˜o externa incide. A` medida que se considera
a zona mais afastada deste topo, a densidade de espe´cies excitadas diminui muito.
Ao considerarmos ce´lulas de opacidades tais, que o nu´mero de a´tomos no estado
excitado no topo oposto ao da excitac¸a˜o e´ ainda significativo, o tempo me´dio de
vida efectivo aumenta e o rendimento global de emissa˜o diminui (pelos motivos ja´
avanc¸ados, aquando da explicac¸a˜o da variac¸a˜o destes paraˆmetros com a opacidade
das ce´lulas). Ora, a partir de um determinado valor de opacidade, a excitac¸a˜o ex-
terna na˜o consegue penetrar, fazendo com que seja negligencia´vel a existeˆncia de
espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o para la´ desse ponto. Concomitantemente, o
tempo de vida de aprisionamento e o rendimento global de reemissa˜o estabilizam
num determinado valor. Para as condic¸o˜es f´ısicas aqui reproduzidas, a opacidade
para a qual este feno´meno acontece situa-se em torno de 100. Consequentemente,
simular ce´lulas de maior opacidade que esta na˜o se revela vantajoso, uma vez que os
paraˆmetros de relaxac¸a˜o tendem para um valor constante e a´ı se manteˆm, mesmo
que a opacidade da ce´lula seja bastante aumentada.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas e´ um ponto de interesse a focar,
nesta ana´lise qualitativa do aprisionamento a uma dimensa˜o. Estas distribuic¸o˜es
podem ser observadas para cada gerac¸a˜o, pn(r), para o modo invariante ou funda-
mental, pS(r), ou ainda resolvida no tempo. Ale´m destas, pode ainda analisar-se a
distribuic¸a˜o em estado estaciona´rio, nSS(r). Todas estas quantidades sa˜o definidas
nas secc¸o˜es 3.2.1 e 3.2.2, do cap´ıtulo anterior.
A distribuic¸a˜o espacial em estado estaciona´rio e´ muito diferente para as situac¸o˜es
de excitac¸a˜o prima´ria homoge´nea ou de fotoexcitac¸a˜o. Na primeira situac¸a˜o, nSS(r)
tem uma forma aproximadamente plana, excepto nos topos, onde declina muito.
Ora isto significa que a excitac¸a˜o esta´ homogeneamente distribu´ıda pela ce´lula, com
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excepc¸a˜o dos topos, locais por onde a radiac¸a˜o escapa e, consequentemente, apre-
sentam menor concentrac¸a˜o de espe´cies excitadas. Se a ce´lula for muito pequena,
o efeito de declinac¸a˜o junto aos topos e´ o u´nico vis´ıvel. Quando e´ a fotoexcitac¸a˜o
responsa´vel pela primeira gerac¸a˜o de espe´cies excitadas na ce´lula, a distribuic¸a˜o em
estado estaciona´rio adquire uma forma semelhante a uma exponencial, com o valor
ma´ximo junto ao topo de excitac¸a˜o. Um exemplo para uma ce´lula de opacidade
250 esta´ ilustrado na Fig. 4.8, onde se mostram pS(r), n
SS(r) e ainda a distribuic¸a˜o
da primeira gerac¸a˜o p1(r), para ambas as situac¸o˜es de excitac¸a˜o prima´ria e para
os perfis espectrais de Doppler e Lorentz. O rendimento intr´ınseco de decaimento
radiativo considerado foi de 90%.
Figura 4.8 : Distribuic¸a˜o espacial da excitac¸a˜o para Lorentz e Doppler respectivamente,
com φ0 = 0, 90.
Quando se comparam as distribuic¸o˜es espaciais da excitac¸a˜o para as duas ce´lu-
las com perfis espectrais diferentes, constata-se que a forma global e a magnitude
sa˜o as mesmas. Apesar deste facto, para fotoexcitac¸a˜o prima´ria, a intensidade da
distribuic¸a˜o, em estado estaciona´rio e para a primeira gerac¸a˜o no topo oposto ao
da excitac¸a˜o, e´, pelo menos, uma ordem de grandeza superior para o perfil de Lo-
rentz do que para o de Doppler. Isto deve-se ao facto de, para o perfil espectral de
Lorentz, os foto˜es das asas terem um peso estat´ıstico bastante superior ao de Dop-
pler e terem a possibilidade de percorrer distaˆncias muito superiores sem sofrerem
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reabsorc¸a˜o, pelo que a excitac¸a˜o se espraia mais facilmente ate´ ao topo oposto ao
da excitac¸a˜o prima´ria, provocando uma intensidade superior nessa regia˜o.
Na literatura e´ comum usar-se a aproximac¸a˜o de descrever o estado estaciona´rio,
com recurso ao modo invariante. De acordo com os resultados expostos na Fig. 4.8,
esta na˜o e´ de todo correcta e pode ser substitu´ıda pela muito melhor aproximac¸a˜o
de utilizar a distribuic¸a˜o da primeira gerac¸a˜o de espe´cies excitadas. Como pode
ser verificado pelo gra´fico, estas duas distribuic¸o˜es apresentam semelhanc¸as muito
maiores do que as outras. A distribuic¸a˜o da primeira gerac¸a˜o mante´m bem vis´ıvel
o cara´cter do tipo de excitac¸a˜o prima´ria, enquanto que no modo invariante todas
as diferenc¸as se desvaneceram. No entanto, na distribuic¸a˜o em estado estaciona´rio,
esse cara´cter manifesta-se vincadamente, pelo que se considera ser uma muito melhor
aproximac¸a˜o usar a distribuic¸a˜o da primeira gerac¸a˜o p1(r) para descrever o estado
estaciona´rio, nSS(r), em vez da distribuic¸a˜o do modo fundamental.
A contribuic¸a˜o relativa do modo fundamental para os paraˆmetros de relaxac¸a˜o do
sistema pode ser determinada, para va´rias situac¸o˜es, de modo a melhor inferir sobre a
validade ou na˜o da substituic¸a˜o da globalidade do feno´meno de aprisionamento, pela
considerac¸a˜o apenas do modo fundamental. Essa contribuic¸a˜o relativa, tanto para
o tempo me´dio de aprisionamento, como para o rendimento global de reemissa˜o,
e´ apresentado na Tab. 4.1, para ce´lulas de diferentes opacidades e distribuic¸o˜es
espectrais.
Da ana´lise da tabela, va´rias concluso˜es podem ser retiradas. Em primeiro lugar,
observa-se prontamente que, nos sistemas com distribuic¸a˜o espectral de Doppler,
a contribuic¸a˜o do modo fundamental e´ bastante superior aos com distribuic¸a˜o Lo-
rentziana, uma vez que para o primeiro perfil espectral o aprisionamento e´ sempre
bastante mais eficaz. Para a distribuic¸a˜o de Doppler, o espraiamento espacial da
excitac¸a˜o e´ sempre menor, dando origem assim a um nu´mero de gerac¸a˜o para a qual
se atinge o modo invariante superior a`s ce´lulas com perfil espectral de Lorentz.
Relativamente a` aproximac¸a˜o de utilizar o modo fundamental como representa-
tivo de todo o feno´meno, em particular no caso de a excitac¸a˜o prima´ria ser causada
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Opacidade
Homoge´nea Fotoexcitac¸a˜o
Doppler Lorentz Doppler Lorentz
m φ τ m φ τ m φ τ m φ τ
10 10 6% 20% 7 1% 3% 10 3% 14% 7 1% 3%
100 70 10% 40% 30 0, 5% 3% 100 2% 20% 35 0, 1% 1%
1000 200 25% 60% 80 1% 6% 550 0, 2% 6% 100 0, 1% 1%
Tabela 4.1 : Contribuic¸a˜o do modo fundamental para o rendimento global de reemissa˜o
φ e para o tempo me´dio de aprisionamento τ , quando φ0 = 1. m corresponde ao nu´mero
da gerac¸a˜o a partir da qual se atinge o modo invariante, determinado com uma toleraˆncia
de 10−6.
por uma fonte externa de radiac¸a˜o, essa nunca sera´ va´lida. Como se observa na
tabela, a contribuic¸a˜o ma´xima que este modo apresenta e´ de cerca de 20% (para
τ , opacidade 100 e perfil de Doppler), sendo, para as outras condic¸o˜es, substan-
cialmente menores. Consequentemente, assumir que este modo e´ representativo da
contribuic¸a˜o de todas as gerac¸o˜es, na˜o e´ simplesmente reducionista, mas comple-
tamente inva´lido. Tambe´m a utilizac¸a˜o do modo fundamental para as ce´lulas com
distribuic¸a˜o de Lorentz (e, em menor extensa˜o, de Voigt), devido a`s reduzidas contri-
buic¸o˜es que este proporciona para as grandezas relevantes, na˜o e´ de todo justifica´vel.
Deste modo, as u´nicas condic¸o˜es em que podera´ ser va´lido aproximar a cine´tica de
todas as gerac¸o˜es a` contribuic¸a˜o exclusiva do modo fundamental, referem-se a ce´-
lulas com a distribuic¸a˜o espectral de Doppler, excitadas uniformemente e com uma
opacidade elevada.
Dois pontos adicionais relacionados com a pra´tica comum de considerar ape-
nas o modo fundamental para descrever os efeitos do aprisionamento sa˜o de se-
guida mencionados. Primeiramente, o modo fundamental corresponde ao decai-
mento mais lento poss´ıvel e a excitac¸a˜o que lhe corresponde esta´ localizada mais no
interior da ce´lula, simetricamente posicionada nesta. A utilizac¸a˜o u´nica do modo
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fundamental, provoca a sobrestimativa do tempo me´dio de aprisionamento e a su-
bestimativa do rendimento global de reemissa˜o, introduzindo na ana´lise um erro
sistema´tico. Em segundo lugar, a considerac¸a˜o de apenas o modo fundamental e´
frequentemente confundida com as aproximac¸o˜es assimpto´ticas propostas por Hols-
tein [Holstein 1947], apenas va´lidas no limite de altas opacidades e para geometrias
ideais [Molisch e Oehry 1998]. A representac¸a˜o de difusa˜o mu´ltipla tem a vantagem
evidente de permitir uma estimativa clara e correcta do modo fundamental, como
aquele onde a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas e´ invariante, sem depender
para isso da opacidade da ce´lula em questa˜o ou da sua geometria.
Outro to´pico importante a discutir e analisar e´ o perfil espectral da radiac¸a˜o
que escapa da ce´lula. Para tal, foi simulado um detector num dos topos da ce´lula,
de modo a que este registasse a frequeˆncia a que cada fota˜o escapava. O espectro
detectado e´ dado pela Eq. 3.53 (cap´ıtulo 3).
No caso da excitac¸a˜o prima´ria homoge´nea, e´ indiferente em que topo se coloca o
detector, mas no caso de fotoexcitac¸a˜o, as diferenc¸as sa˜o significativas, caso se esco-
lha um ou outro lados da ce´lula. Esta diferenc¸a sera´ evidenciada alguns para´grafos
abaixo.
Figura 4.9 : Perfil espectral detectado para Lorentz e Doppler, com φ0 = 0, 90 e para
excitac¸a˜o homoge´nea e fotoexcitac¸a˜o, respectivamente.
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Os resultados sa˜o mostrados na Fig. 4.9 para uma ce´lula de opacidade 100, onde
os perfis espectrais intr´ınseco e detectado sa˜o comparados. No gra´fico da esquerda,
os perfis detectados para as distribuic¸o˜es de Doppler e Lorentz, obtidos para uma
situac¸a˜o em que a excitac¸a˜o prima´ria foi homoge´nea, sa˜o comparados com os seus
perfis intr´ınsecos (na auseˆncia de reabsorc¸a˜o). No gra´fico da direita, as quantidades
sa˜o as mesmas, mas as ce´lulas foram excitadas por radiac¸a˜o externa e a detecc¸a˜o e´
feita pelo mesmo lado da excitac¸a˜o.
O primeiro aspecto que se destaca e´ o facto de o centro de linha surgir diminu´ıdo,
para ambos os tipos de excitac¸a˜o prima´ria. Para o caso da excitac¸a˜o prima´ria
homoge´nea da ce´lula, o centro de linha surge mesmo invertido, sendo este feno´meno
conhecido como self-reverse, ou, numa traduc¸a˜o livre do termo, auto-inversa˜o do
centro de linha. Ale´m deste facto, verifica-se ainda que a distribuic¸a˜o vem“alargada”,
ou seja, que as frequeˆncias mais afastadas do centro tornam-se mais importantes do
que para o perfil sem reabsorc¸a˜o. Estes feno´menos adveˆm do facto de os foto˜es
do centro de linha serem os de maior probabilidade de reabsorc¸a˜o, o que os torna
menos pass´ıveis de escaparem da ce´lula. Estes sa˜o repetidamente reabsorvidos e,
em cada reemissa˜o, aumenta a probabilidade da sua frequeˆncia se afastar do centro
de linha. Como nesta gama de frequeˆncias existe maior probabilidade de escape,
ha´ um aumento na detecc¸a˜o de foto˜es das asas e uma diminuic¸a˜o na detecc¸a˜o da
emissa˜o ao centro de linha. Justifica-se assim, tanto a auto-inversa˜o do centro de
linha, como o aumento da importaˆncia dos foto˜es das asas, relativamente ao espectro
sem aprisionamento radiativo.
Um segundo to´pico importante na ana´lise dos espectros detectados prende-se
com o tipo de excitac¸a˜o prima´ria que a ce´lula sofreu. E´ facilmente observa´vel que a
diminuic¸a˜o do centro de linha e´ mais significativa para o caso de excitac¸a˜o prima´ria
homoge´nea do que para a fotoexcitac¸a˜o. Antes de se prosseguir com a interpretac¸a˜o
deste facto, e´ u´til parar um momento para atender a um comenta´rio fora do aˆmbito
directo desta discussa˜o, mas para ela relevante.
As distribuic¸o˜es exibidas esta˜o normalizadas para a´rea unita´ria. Consequente-
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mente, na˜o revelam a quantidade de foto˜es detectados. No entanto, os espectros
na˜o normalizados revelavam que uma quantidade ligeiramente superior de foto˜es
era detectada no caso de fotoexcitac¸a˜o. Este resultado e´ previs´ıvel, se se tiver em
considerac¸a˜o que o detector foi colocado no mesmo topo da excitac¸a˜o externa e que
a maioria dos foto˜es escapava por ali, havendo apenas uma pequena parte que es-
capava pelo topo oposto. Se o detector tivesse sido colocado neste, o espectro na˜o
normalizado revelaria uma menor libertac¸a˜o de foto˜es do que no caso da excitac¸a˜o
homoge´nea, mas com um centro de linha marcadamente mais afectado pela auto-
inversa˜o, uma vez que uma grande parte dos foto˜es detectados escaparia apo´s sofrer
va´rios eventos de reabsorc¸a˜o e reemissa˜o no interior da ce´lula.
Voltando agora a` discussa˜o pre´via, e´ poss´ıvel concluir que, para fotoexcitac¸a˜o,
ha´ mais foto˜es perto do topo do detector, o que torna menos vis´ıvel o efeito do apri-
sionamento nesse lado da ce´lula. Logo, em vez de um pico totalmente invertido, e´
observada a existeˆncia de um patamar, de um valor constante, que reflecte o equil´ı-
brio entre (i) o efeito de um maior nu´mero de foto˜es existir perto do topo da ce´lula,
ou seja, o efeito de uma penetrac¸a˜o reduzida e, consequentemente, escaparem mais
facilmente sem reabsorc¸a˜o e (ii) o facto dos foto˜es que sa˜o absorvidos apo´s percorre-
rem maiores distaˆncias na ce´lula, terem ja´ sofrido um maior nu´mero de eventos de
reabsorc¸a˜o, sofrendo inversa˜o de linha.
As concluso˜es alcanc¸adas durante toda a discussa˜o precedente, presente nesta
secc¸a˜o, sa˜o importantes para o estudo do aprisionamento radiativo em dispositivos
de iluminac¸a˜o. E´ o caso das laˆmpadas fluorescentes e, de um modo menos evidente,
dos PDP’s. Nestes dispositivos, quanto menos eficiente for o aprisionamento, me-
lhor, uma vez que uma maior quantidade de foto˜es escapa da ce´lula. Por outro lado,
interessa tambe´m que a opacidade global seja elevada, uma vez que este facto im-
plica uma maior densidade de espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o (considerando
o tamanho da ce´lula fixo). De modo a obter uma estimativa da importaˆncia relativa
dos efeitos induzidos pelo aumento da opacidade, assume-se, em primeira aproxi-
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mac¸a˜o, que a eficieˆncia global de uma laˆmpada, representada por Ψ, e´ directamente
proporcional ao produto do rendimento global de reemissa˜o pela opacidade e, con-
sequentemente, directamente proporcional ao nu´mero inicial de espe´cies excitadas
[Alves-Pereira et al 2007b].
Ψ ∝ φ r. (4.25)
A variac¸a˜o da eficieˆncia de uma laˆmpada fluorescente na˜o e´ de todo evidente, uma
vez que a opacidade e´ um factor que apresenta contribuic¸o˜es contradito´rias. Uma
opacidade maior significa, efectivamente, um meio mais denso e, consequentemente,
maior intensidade de radiac¸a˜o no interior da ce´lula, contribuindo para aumentar
a eficieˆncia da laˆmpada. No entanto, a opacidade mais elevada implica, tambe´m,
que haja maior taxa colisional, quer de extinc¸a˜o, quer de alargamento de risca.
A primeira provoca a diminuic¸a˜o de φ0, e, consequentemente, maior degradac¸a˜o
de energia, diminuindo a eficieˆncia da laˆmpada. A segunda causa o aumento do
paraˆmetro de Voigt, aumentando a importaˆncia do perfil Lorenziano na distribuic¸a˜o,
originando, por isso, um rendimento global de reemissa˜o mais elevado.
Com o intuito de ter uma ideia geral do efeito global na eficieˆncia, foram efec-
tuadas uma se´rie de simulac¸o˜es unidimensionais para os casos espectrais limitantes
de Doppler e Lorentz, onde o rendimento intr´ınseco de emissa˜o, determinado com
base no valor de Γr e Γnr ≡ Cr, era dado por:
φ0 =
Γr
Γr + Cr
, (4.26)
onde se assumiram os valores de Γr = 1×107 s−1 e C = 2, 5×104 s−1 [Alves-Pereira
et al 2007b]. Estes valores sa˜o puramente ilustrativos, embora estejam dentro de
uma gama de valores representativos das condic¸o˜es f´ısicas de funcionamento das
laˆmpadas fluorescentes. Os resultados das simulac¸o˜es com φ0 varia´vel e determinado
pela equac¸a˜o anterior sa˜o apresentados na Fig. 4.10.
Como se verifica na gra´fico da esquerda dessa figura, quando φ0 diminui com a
opacidade, apesar do rendimento global de reemissa˜o continuar a apresentar uma
tendeˆncia decrescente, como acontecia quando o valor de φ0 era constante, o tempo
efectivo de aprisionamento na˜o apresenta a mesma tendeˆncia que nessa situac¸a˜o, que
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Figura 4.10 : Tempo me´dio de aprisionamento, rendimento global de reemissa˜o e eficieˆn-
cia aproximada, para as distribuic¸o˜es de Doppler e Lorentz, com φ0 varia´vel.
correspondia a ser sempre crescente. Apresenta um ma´ximo, a diferentes valores de
opacidade para as duas distribuic¸o˜es espectrais diferentes.
A eficieˆncia da ce´lula, apresentada no gra´fico da direita, evidencia tambe´m um
valor ma´ximo, que difere tanto de intensidade como de localizac¸a˜o, conforme o perfil
espectral considerado. Para opacidades pequenas, a eficieˆncia em ce´lulas com alar-
gamento de Doppler ou com alargamento natural e/ou colisional cresce do mesmo
modo. No entanto, sob condic¸o˜es de alargamento de Doppler, a eficieˆncia luminosa
da ce´lula atinge o seu ma´ximo para menores opacidades de ce´lulas, iniciando uma
tendeˆncia descendente a partir dessa altura. Assim, para um perfil espectral Lorent-
ziano, o ma´ximo de eficieˆncia e´ maior e e´ atingido em ce´lulas de maiores opacidades.
Esta ana´lise revela o qua˜o dependente do rendimento intr´ınseco de emissa˜o e da
distribuic¸a˜o espectral, a eficieˆncia da ce´lula e´. Para valores de φ0 suficientemente
pro´ximos de 1, um aumento na opacidade implica um aumento na eficieˆncia lumi-
nosa, uma vez que corresponde a um aumento na densidade de espe´cies excitadas.
Quando o valor de φ0 se comec¸a a afastar significativamente de 1, o aprisionamento
implica uma maior extinc¸a˜o colisional das espe´cies excitadas, em vez de radiativa.
Esta dualidade de efeitos faz com que, a um determinado valor de opacidade, surja
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o ma´ximo de eficieˆncia da ce´lula. A Fig. 4.10 mostra, tambe´m, que a distribuic¸a˜o de
Doppler provoca uma menor eficieˆncia radiativa da ce´lula do que a distribuic¸a˜o de
Lorentz, devido ao cara´cter de maior aprisionamento que a distribuic¸a˜o de Doppler
acarreta.
Esta reflexa˜o sobre a eficieˆncia radiativa de uma ce´lula e´ apenas indicativa e bas-
tante aproximada. No entanto, revela-se bastante interessante como uma primeira
aproximac¸a˜o, totalmente despretensiosa, que permite uma discussa˜o prima´ria dos
feno´menos que para ela contribuem.
4.4 Simulac¸o˜es tridimensionais
As simulac¸o˜es do processo de aprisionamento radiativo a uma dimensa˜o tiveram
como motivac¸a˜o treˆs conjuntos de factores. Por um lado, serviram para fazer um
estudo gene´rico do feno´meno do aprisionamento da radiac¸a˜o, analisando as tendeˆn-
cias de comportamento das va´rias grandezas estudadas e o efeito da variac¸a˜o de
diversos factores na evoluc¸a˜o dessas grandezas. Por outro lado, aperfeic¸oar as pra´ti-
cas computacionais, optimizar os algoritmos utilizados e ganhar sensibilidade para os
pormenores te´cnicos que possam fazer a diferenc¸a. Ale´m disto, tambe´m se pretendia
utilizar os conhecimentos adquiridos com o me´todo de Markov, de modo a ganhar
sensibilidade para definir o nu´mero de gerac¸o˜es necessa´rio para se atingir o estado
estaciona´rio, permitindo a utilizac¸a˜o desse nu´mero nas simulac¸o˜es tridimensionais
de Monte Carlo.
No recurso ao me´todo das cadeias homoge´neas de Markov, foram utilizadas as
transformadas de Fourier, para ca´lculo da distribuic¸a˜o espacial de cada gerac¸a˜o de
espe´cies excitadas. No entanto, e devido a` quantidade de memo´ria virtual necessa´ria
para esta computac¸a˜o, apenas para ce´lulas unidimensionais foi poss´ıvel utilizar esta
alternativa. Nestas, o ganho de tempo e´ bastante considera´vel, como mencionado
anteriormente, e a memo´ria de alocac¸a˜o foi suficiente para todas as opacidades que
se pretenderam considerar.
A evoluc¸a˜o natural, em termos de complexidade de algoritmo, seria a passagem
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para a simulac¸a˜o de ce´lulas bidimensionais. Isto foi feito, mas na˜o sera˜o aqui apre-
sentados nenhuns resultados sobre isso, uma vez que na˜o fornece nenhuma vantagem
adicional ao alcance do objectivo do trabalho. Nenhum resultado obtido para ce´lu-
las a duas dimenso˜es vem demonstrar tendeˆncias inversas a`s observadas nas ce´lulas
unidimensionais, nem traz a` luz nenhum outro efeito que na˜o tenha sido discutido
previamente. Os resultados unidimensionais, ale´m de ilustrativos, manifestam todas
as tendeˆncias que sa˜o observadas em ce´lulas tridimensionais.
Os motivos acima expostos para a omissa˜o dos resultados em ce´lulas bidimensio-
nais sa˜o perfeitamente va´lidos, mas na˜o implicam que da realizac¸a˜o destas simulac¸o˜es
na˜o tenham advindo concretizac¸o˜es importantes para o presente trabalho. A que se
pretende realc¸ar neste momento prende-se com a sensibilidade adquirida para detec-
tar os limites de aplicabilidade dos me´todos computacionais. Em relac¸a˜o ao me´todo
das cadeias homoge´neas de Markov, verificou-se que estes funcionavam excepcional-
mente bem em ce´lulas unidimensionais, na gama de opacidades testada. A rapidez
de execuc¸a˜o e a auseˆncia de flutuac¸a˜o estat´ıstica, flutuac¸a˜o esta presente no me´todo
de Monte Carlo, fizeram das cadeias homoge´neas de Markov, o me´todo de eleic¸a˜o
para as simulac¸o˜es de aprisionamento em ce´lulas unidimensionais. No entanto, para
ce´lulas bidimensionais, os problemas comec¸aram a surgir. O nu´mero de estados a
definir aumentou de forma aproximadamente quadra´tica (passando de uma linha
com N estados para um quadrado com N × N estados ou para um rectaˆngulo com N
× M estados) e o tamanho da matriz de transic¸a˜o necessa´ria aumentou muit´ıssimo.
Assim, para ce´lulas de dimenso˜es me´dias, deixou de ser poss´ıvel utilizar o me´todo
das cadeias de Markov, para modelizar o aprisionamento radiativo. De notar que es-
tas limitac¸o˜es prendem-se com a memo´ria virtual das ma´quinas utilizadas. Contudo,
se forem utilizadas ma´quinas mais sofisticadas, estas limitac¸o˜es desvanecem-se, pelo
menos ate´ se pretender simular uma ce´lula de maior opacidade. Por este motivo, as
simulac¸o˜es a duas dimenso˜es foram, na sua maioria, realizadas utilizando o me´todo
de Monte Carlo. Para este, virtualmente, a u´nica limitac¸a˜o e´ o tempo de ca´lculo.
No entanto, para as ce´lulas de opacidades me´dias que foram simuladas, o tempo
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de ca´lculo permanece dentro do perfeitamente aceita´vel: de alguns minutos ate´ a
algumas horas.
Ao assunto dos condicionalismos log´ısticos voltar-se-a´ sempre que necessa´rio.
Neste momento, a atenc¸a˜o sera´ focada enta˜o na modelizac¸a˜o do feno´meno feita para
ce´lulas tridimensionais.
As geometrias consideradas para modelizac¸a˜o do processo de aprisionamento
radiativo foram o paralelep´ıpedo e o cilindro. A escolha destas geometrias deveu-se
aos factos de i) em trabalho laboratorial as ce´lulas utilizadas serem, geralmente,
paralelep´ıpedos e ii) uma das motivac¸o˜es principais deste trabalho prender-se com a
aplicac¸a˜o da teoria estoca´stica no estudo do aprisionamento radiativo em laˆmpadas
fluorescentes. Estas sa˜o, como referido na introduc¸a˜o a este trabalho, uma aplicac¸a˜o
econo´mica important´ıssima, merecendo portanto, especial relevo.
O estudo feito em geometrias paralelepipe´dicas sera´ apresentado em primeiro
lugar, seguido do efectuado em ce´lulas cil´ındricas.
4.4.1 Geometria paralelepipe´dica
As ce´lulas paralelepipe´dicas consideradas apresentam base quadrangular e a di-
mensa˜o maior ao longo do eixo dos zz, como representado na Fig. 4.11.
Figura 4.11 : Forma gene´rica e orientac¸a˜o das ce´lulas paralelepipe´dicas consideradas.
A excitac¸a˜o inicial homoge´nea era provocada ao longo do comprimento, pela
linha que une os meios geome´tricos dos dois topos. Esta corresponde ao eixo dos zz
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marcado na figura. A excitac¸a˜o prima´ria e´ criada ao longo deste eixo, enquanto que
no resto da ce´lula e´ considerada nula. As proporc¸o˜es usadas para estas ce´lulas sa˜o
de 1 :1 :10, para algumas ce´lulas, e de 1 :1 :4, para outras.
Para esta geometria foram analisados o tempo me´dio de vida de retenc¸a˜o da
excitac¸a˜o na amostra e o rendimento global de emissa˜o, para uma vasta gama de
condic¸o˜es. Em primeiro lugar, a opacidade da ce´lula na direcc¸a˜o do eixo dos zz foi
variada desde 40 ate´ 4000; as opacidades nas outras direcc¸o˜es foram variadas de
acordo com a proporc¸a˜o ja´ estabelecida. Considerou-se haver condic¸o˜es de redistri-
buic¸a˜o completa em frequeˆncias, onde as distribuic¸o˜es espectrais assumidas foram
as de Doppler, Lorentz e Voigt, com paraˆmetro varia´vel a = 1 × 10−2, 1×10−1 e
5×10−1. O rendimento intr´ınseco de decaimento radiativo foi assumido ser de 90%.
Os valores obtidos para φ e τ esta˜o representados na Fig. 4.12.
Figura 4.12 : Rendimento global de emissa˜o e tempo me´dio de vida efectivo, com φ0 =
0, 90 para Doppler, Voigt a = 1× 10−2, 1× 10−1 e 5× 10−1 e Lorentz.
O aumento da opacidade da ce´lula traduz-se, como seria de prever, num aumento
da eficieˆncia do aprisionamento. Consequentemente, tanto o rendimento global de
emissa˜o diminui, como o tempo me´dio de aprisionamento aumenta, com o aumento
da profundidade o´ptica da ce´lula.
Em relac¸a˜o a` influeˆncia das distribuic¸o˜es espectrais no aprisionamento, esta ma-
nifesta ser a mesma ja´ observada para as ce´lulas unidimensionais. Os resultados
para as ce´lulas com distribuic¸o˜es de Doppler e Lorentz ladeiam os de Voigt, sendo
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que os deste se ordenam com o paraˆmetro menor mais pro´ximo de Doppler e o maior
mais pro´ximo de Lorentz. Verifica-se assim que as concluso˜es tiradas e as suas expli-
cac¸o˜es para o aprisionamento nas ce´lulas unidimensionais sa˜o perfeitamente va´lidas
para uma geometria realista, como a de um paralelep´ıpedo finito (de notar que na˜o
e´ feita qualquer aproximac¸a˜o a um meio semi-infinito e os limites f´ısicos das ce´lulas
sa˜o bem definidos).
Para averiguar o efeito da dimensionalidade das ce´lulas procede-se a` comparac¸a˜o
de φ e τ , para uma ce´lula unidimensional com uma a treˆs dimenso˜es, em que a sua
opacidade coincida com a opacidade do eixo do cilindro. Apesar destas duas con-
dic¸o˜es na˜o serem totalmente compara´veis, este procedimento e´ justificado pelo facto
do modelo unidimensional ser utilizado como representativo de meios tridimensio-
nais finitos [Molisch e Oehry 1998], como discutido anteriormente. A comparac¸a˜o e´
feita para ce´lulas de opacidade 100 (na direcc¸a˜o dos zz, para o paralelep´ıpedo, sendo
a base um quadrado de 25×25) e com uma distribuic¸a˜o espectral de Lorentz.
1 D 3D
φ 0.6313 0.7773
τ 3.652 2.245
Tabela 4.2 : Comparac¸a˜o de 1D com 3D, para Lorentz.
Esta comparac¸a˜o po˜e em evideˆncia o efeito de a radiac¸a˜o poder escapar por toda
a superf´ıcie que envolve o volume do paralelep´ıpedo ou de so´ poder escapar pelos
topos de uma linha. Naturalmente que e´ mais fa´cil escapar pela superf´ıcie delimita-
dora da ce´lula tridimensional, pelo que o rendimento global de emissa˜o apresentado
para esta e´ superior ao da ce´lula 1D. Pelo mesmo motivo, a radiac¸a˜o fica mais tempo
aprisionada no interior da linha do que no paralelep´ıpedo, como se constata pela di-
ferenc¸a nos tempos me´dios de vida de aprisionamento.
Um aspecto importante para analisar, trata-se da distribuic¸a˜o espacial da exci-
tac¸a˜o, numa ce´lula tridimensional. Sabendo que a excitac¸a˜o prima´ria e´ criada ao
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longo de um eixo no centro do paralelep´ıpedo, e´ interessante observar a forma como
esta se espraia ao longo da ce´lula. Para tal, foi analisada uma porc¸a˜o da ce´lula, cor-
respondente a um plano no sentido longitudinal do paralelep´ıpedo, que conte´m os
eixos dos zz e dos yy (cf. Fig. 4.11). A excitac¸a˜o e´ provocada ao longo do eixo central
do paralelep´ıpedo, cujas dimenso˜es sa˜o de 5× 5× 20. O perfil espectral da ce´lula e´
o de Voigt, com um paraˆmetro de 1× 10−3 e o rendimento intr´ınseco de decaimento
radiativo e´ considerado unita´rio, de modo a existirem mais foto˜es no interior da
ce´lula por mais tempo, sendo mais fa´cil a visualizac¸a˜o da excitac¸a˜o. De notar que o
valor de φ0 e´, em todas as simulac¸o˜es, contabilizado de modo anal´ıtico a posteriori,
pelo que, a u´nica diferenc¸a relativamente ao caso em que se assumiu φ0 = 0, 90, foi
essa contabilizac¸a˜o na˜o se ter efectuado. Na Fig. 4.13 e´ apresentada a distribuic¸a˜o
espac¸o-temporal das espe´cies excitadas, para va´rios instantes, igualmente espac¸ados
(mais uma vez se frisa o facto do tempo ser apresentado relativamente ao tempo de
vida intr´ınseco do estado excitado).
Figura 4.13 : Distribuic¸a˜o espac¸o-temporal de uma secc¸a˜o de um paralelep´ıpedo, com
perfil espectral de Voigt a=1× 10−3.
A primeira nota a fazer e´ que o espalhamento da excitac¸a˜o se fez neste plano, de
igual modo ao que ocorreu nos planos resultantes da rotac¸a˜o deste, em torno do seu
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eixo (com a ressalva que esta figura e´ um paralelep´ıpedo e na˜o um cilindro, como
resultaria dessa rotac¸a˜o). Assim, ao analisar o alargamento da excitac¸a˜o neste plano
esta´-se a fazeˆ-lo em qualquer outra direcc¸a˜o.
Como se verifica pelas imagens apresentadas, a excitac¸a˜o vai, ao longo do tempo,
espalhando-se na ce´lula, primeiro pelos locais mais pro´ximos do eixo de excitac¸a˜o
prima´ria, ate´ atingir indistintamente todos os pontos da ce´lula. Apesar de intuitiva,
a forma como e´ feito o transporte da radiac¸a˜o merece alguma reflexa˜o. Sendo a
distribuic¸a˜o espectral escolhida a de Voigt com um paraˆmetro pequeno, os foto˜es
do centro de linha teˆm tendeˆncia a percorrer distaˆncias curtas entre reabsorc¸o˜es
e os foto˜es das asas, que apresentam maior probabilidade de saltos mais longos,
ocorrem pouco frequentemente. Se a tipologia dos saltos feitos pelos foto˜es fosse
diferente, nomeadamente fosse composta por muitos saltos de grandes comprimentos,
o que se assistiria era a um espraiamento mais ra´pido da radiac¸a˜o. No entanto, a
probabilidade de os foto˜es serem reemitidos com frequeˆncias do centro da distribuic¸a˜o
e, consequentemente, percorrerem uma distaˆncia menor antes de serem absorvidos e´
substancialmente maior do que serem emitidos nas asas e efectuarem um salto longo
sem sofrerem absorc¸a˜o.
Mais um aspecto importa destacar nesta ana´lise. Junto a`s paredes da ce´lula, a
densidade de espe´cies excitadas e´ mais reduzida, sena˜o mesmo nula, uma vez que
os foto˜es emitidos nesta zona escapam com grande facilidade, na˜o originando novas
espe´cies excitadas, o que provoca esta diminuic¸a˜o da concentrac¸a˜o das mesmas.
O mesmo feno´meno tinha sido observado nas ce´lulas unidimensionais, em que se
verificou que a distribuic¸a˜o para o estado estaciona´rio era praticamente plana, ou
seja, constante por toda a ce´lula, excepto junto dos topos em que o seu valor decrescia
(cf. a Fig. 4.8 da pa´gina 146).
4.4.2 Geometria cil´ındrica
As simulac¸o˜es efectuadas nas ce´lulas cil´ındricas tentaram manter as proporc¸o˜es
estabelecidas anteriormente para os paralelep´ıpedos. Assim, as dimenso˜es carac-
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ter´ısticas do raio e do comprimento foram tomadas na proporc¸a˜o de 1 : 20 ou 1 : 8
(a primeira proporc¸a˜o assemelha-se a` existente nas dimenso˜es t´ıpicas das laˆmpadas
fluorescentes). O mesmo estudo da evoluc¸a˜o do rendimento global de emissa˜o e
do tempo me´dio de vida efectivo foi feito para ce´lulas cil´ındricas, onde a excitac¸a˜o
prima´ria (homoge´nea) foi feita ao longo dos seus eixos. De modo a manter a mesma
gama de condic¸o˜es utilizada nas ce´lulas paralelepipe´dicas, o rendimento intr´ınseco
de desactivac¸a˜o radiativa, φ0, foi assumido ser 90% e a gama de opacidades ao longo
do eixo do cilindro variou entre 40 e 4000. Os resultados deste estudo esta˜o expostos
na Fig. 4.14.
Figura 4.14 : Rendimento global de emissa˜o e tempo me´dio de vida efectivo, com φ0 =
0, 90 para Doppler, Voigt a = 1× 10−2, 1× 10−1 e 5× 10−1 e Lorentz.
Mais uma vez se verificam as tendeˆncias ja´ discutidas anteriormente, tanto para
ce´lulas unidimensionais, como para as ce´lulas paralelepipe´dicas. Estas tendeˆncias
referem-se tanto a um aumento do tempo de aprisionamento, como a uma dimi-
nuic¸a˜o da fracc¸a˜o de radiac¸a˜o que acaba por abandonar a ce´lula, com o aumento da
opacidade.
A tendeˆncia das ordens de grandeza relativas entre as va´rias distribuic¸o˜es espec-
trais confirma-se mais uma vez.
As ce´lulas cil´ındricas foram pensadas de modo a serem o mais semelhante poss´ı-
vel com as paralelepipe´dicas. Deste modo, as dimenso˜es dos eixos correspondem e
as das bases sa˜o o mais pro´ximas poss´ıveis, sendo que a largura da base do para-
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lelep´ıpedo coincide com o diaˆmetro da base do cilindro. Por este motivo, na˜o e´ de
espantar que os valores das grandezas estudadas sejam ta˜o pro´ximos para as duas
formas (comparar as Figs. 4.12 e 4.14). No entanto, analisando os valores nume´ri-
cos concretos, verifica-se que φ dos cilindros e´ sempre ligeiramente maior do que o
dos respectivos paralelep´ıpedos, sendo a diferenc¸a relativa maior de 8, 4% (medida,
relativamente a φ do cilindro, para o perfil espectral de Doppler e para as ce´lulas de
maior opacidade). Do mesmo modo, o tempo me´dio de vida efectivo, para as ce´lulas
cil´ındricas, e´ ligeiramente menor do que para as paralelepipe´dicas. Neste caso, a
diferenc¸a relativa (nas mesmas condic¸o˜es anteriores) e´ ainda menor: 1, 4%. Estas
diferenc¸as sa˜o no sentido de o aprisionamento no paralelep´ıpedo ser mais eficaz do
que no cilindro e isto e´ explicado pelo facto de o volume do paralelep´ıpedo ser ligei-
ramente superior ao do cilindro, para as dimenso˜es estudadas (o volume do cilindro
e´ Vc = pir
2z, enquanto que o do paralelep´ıpedo e´ Vp = (2r)
2z = 4r2z).
A conclusa˜o mais gene´rica que se pode inferir desta discussa˜o e´ uma anterior-
mente ja´ alcanc¸ada e facilmente intu´ıda; o aprisionamento da radiac¸a˜o e´ tanto mais
eficaz quanto maior for o volume da ce´lula independentemente da sua forma, salva-
guardando que as condic¸o˜es de desactivac¸a˜o intr´ınseca sejam mantidas constantes
com o aumento da ce´lula. Caso contra´rio, a afirmac¸a˜o anterior na˜o e´ inteiramente
verdade. Mas a este to´pico voltar-se-a´ mais a` frente, quando for mais apropriado
para o rumo da discussa˜o.
A excitac¸a˜o prima´ria causada no cilindro ao longo do eixo vai espraiar-se pela
ce´lula de forma ideˆntica a` do paralelep´ıpedo. De facto, a excitac¸a˜o afasta-se da
zona prima´ria de formac¸a˜o dos foto˜es de um modo isotro´pico e, consequentemente,
sem nenhuma direcc¸a˜o preferencial. Isso e´ bem patente na distribuic¸a˜o espacial ja´
apresentada.
Um aspecto ainda na˜o focado no estudo das ce´lulas tridimensionais prende-se com
a distribuic¸a˜o espectral da radiac¸a˜o detectada. Para iniciar tal estudo e´ conveniente,
primeiro, definir duas zonas de detecc¸a˜o no cilindro. Nas ce´lulas unidimensionais
4.4 Simulac¸o˜es tridimensionais 163
o espectro so´ podia ser detectado numa u´nica direcc¸a˜o, enquanto que no cilindro a
detecc¸a˜o da radiac¸a˜o sera´ feita segundo duas direcc¸o˜es. Os detectores, assume-se,
so´ conseguem percepcionar a radiac¸a˜o que lhes chegue frontalmente e possuem uma
superf´ıcie receptora circular.
Um dos receptores e´ colocado num dos topos do cilindro, alinhado com o eixo,
mas o seu diaˆmetro e´ inferior ao da ce´lula. O outro e´ colocado lateralmente, a
meia distaˆncia do eixo e tendo o seu centro alinhado com a linha horizontal que
cruza o eixo do cilindro. Este sistema de detecc¸a˜o lateral em ce´lulas cil´ındricas e´
utilizado em va´rios trabalhos experimentais de estudo do aprisionamento radiativo,
nomeadamente nas medidas feitas por fluoresceˆncia induzida por laser, de Post e
colaboradores [Post et al 1986] e nas medidas de [van de Weijer e Cremers 1985],
[Menningen e Lawler 2000] e [Herd et al 2005].
Figura 4.15 : Esquema de colocac¸a˜o dos detectores no cilindro.
O detector assinalado como D1 na Fig. 4.15 esta´ apto a receber toda a radiac¸a˜o
proveniente do cilindro imagina´rio delimitado pela a´rea do detector e coaxial com a
ce´lula; a este chama-se detector frontal. O D2, detector lateral, vai colectar toda a
radiac¸a˜o proveniente do cilindro delimitado por ele, que se estende ate´ ao outro lado
da ce´lula.
Com este esquema simulacional montado, foi poss´ıvel estabelecer a distribuic¸a˜o
espectral da radiac¸a˜o detectada em duas zonas distintas da ce´lula e analisar poss´ıveis
diferenc¸as. Para um cilindro de opacidade radial 5 e longitudinal 40, com um meio
ato´mico com um perfil espectral de Voigt, com a = 1×10−3, onde se considerou que
90% do decaimento era radiativo, que a excitac¸a˜o prima´ria era homoge´nea e que o
diaˆmetro dos detectores era igual entre si e valia 0,5, as distribuic¸o˜es espectrais da
radiac¸a˜o detectada lateral e frontalmente sa˜o apresentadas na Fig. 4.16.
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Figura 4.16 : Espectro detectado frontal (so´lido) e lateralmente (tracejado), para opaci-
dade radial de 5 e perfil espectral Voigt a = 1× 10−3. A linha sem auto-inversa˜o refere-se
ao espectro intr´ınseco.
Na figura do lado esquerdo, observam-se os espectros na˜o normalizados, obtidos
quando na simulac¸a˜o de Monte Carlo sa˜o inicializados 1× 108 foto˜es. Os espectros
normalizados a a´rea unita´ria, juntamente com o espectro intr´ınseco da distribuic¸a˜o
sa˜o representados no gra´fico do lado direito da figura.
Como se verifica, a quantidade de foto˜es detectados frontalmente e´ muito superior
a` dos detectados lateralmente, visto a zona de detecc¸a˜o coberta pelo detector frontal
ser muito superior a` do detector lateral. Ale´m disto, na zona de detecc¸a˜o frontal
existem muitos foto˜es de gerac¸o˜es mais baixas que nela foram criados, enquanto que
ao alcanc¸arem a zona de detecc¸a˜o lateral, os foto˜es ja´ sofreram va´rios eventos de
reabsorc¸a˜o e reemissa˜o, em todas as direcc¸o˜es, existindo assim em menor quantidade.
Outro aspecto que se destaca e´ o facto de a auto-inversa˜o ser bastante evidente
na radiac¸a˜o detectada lateralmente, enquanto que para a detectada frontalmente
ocorre uma diminuic¸a˜o do centro de linha, mas sem este chegar mesmo a inverter.
Este facto verfica-se visto que, na zona de detecc¸a˜o frontal, sa˜o contabilizados foto˜es
de primeira gerac¸a˜o localizados muito pro´ximo do topo do cilindro e que, como
tal, podem escapar facilmente sem sofrerem reabsorc¸a˜o, evitando assim a inversa˜o
do centro de linha. Para o detector colocado lateralmente, isto ja´ na˜o sucede e a
4.4 Simulac¸o˜es tridimensionais 165
auto-inversa˜o manifesta-se fortemente.
O alargamento do perfil espectral detectado face ao espectro intr´ınseco deve-se
ao mesmo motivo apresentado aquando da discussa˜o do perfil espectral detectado a
uma dimensa˜o.
Sendo a excitac¸a˜o prima´ria causada por um feixe de radiac¸a˜o, o feno´meno de apri-
sionamento manifesta-se de forma diferente, como ja´ foi visto aquando da discussa˜o
deste factor nas simulac¸o˜es a uma dimensa˜o. No entanto, os espectros detectados
apresentam qualitativamente o mesmo aspecto que os obtidos para excitac¸a˜o ho-
moge´nea, embora a inversa˜o do centro de linha seja menos evidente.
Uma grandeza importante de analisar, especialmente por ser experimentalmente
acess´ıvel, e´ o decaimento da intensidade da radiac¸a˜o. Utilizando os detectores dis-
pon´ıveis no cilindro, obtiveram-se previso˜es para as intensidades da radiac¸a˜o detec-
tada, nas mesmas condic¸o˜es dos espectros, e o resultado esta´ exposto na Fig. 4.17.
Tambe´m nesta figura, encontra-se o decaimento da intensidade global da radiac¸a˜o
que abandona a ce´lula – ρ(t), Eq. 3.33 do cap´ıtulo anterior.
Figura 4.17 : Decaimento da intensidade da radiac¸a˜o, detectado frontal e lateralmente –
esquerda – e decaimento me´dio global – direita –, para Voigt a = 1 × 10−3 e opacidade
radial de 5.
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A radiac¸a˜o detectada frontalmente decai mais rapidamente para zero, do que a
detectada na zona lateral. Ora este feno´meno ocorre uma vez que, como ja´ referido
anteriormente, na regia˜o frontal de detecc¸a˜o o nu´mero de espe´cies excitadas de ge-
rac¸o˜es mais baixas e´ bastante superior ao existente na regia˜o de detecc¸a˜o lateral, o
que implica um decaimento mais ra´pido na primeira regia˜o.
O decaimento global e´ o que corresponde a detectar toda a radiac¸a˜o que abandona
a ce´lula, por qualquer ponto da sua superf´ıcie limitadora. Este na˜o e´ frequentemente
obtido experimentalmente, uma vez que para o fazer e´ necessa´ria a utilizac¸a˜o de
um dispositivo que recolha a radiac¸a˜o emitida, simultaneamente, a toda a volta da
ce´lula, ou seja, uma espe´cie de“esfera integradora”para recolher toda a radiac¸a˜o que
abandona a ce´lula, segundo uma qualquer direcc¸a˜o. Este procedimento na˜o e´ de todo
comum. Mais comum e´, contudo a utilizac¸a˜o de detectores frontais [Post et al 1986]
e laterais [van de Weijer e Cremers 1985, Post et al 1986, Menningen e Lawler 2000,
Herd et al 2005].
O decaimento global ocorre mais lentamente do que qualquer um dos detectados,
uma vez que toma em conta a radiac¸a˜o proveniente de todas as gerac¸o˜es, oriunda
de todos os pontos da ce´lula e com todas as frequeˆncias poss´ıveis, o que implica
um tempo me´dio de retenc¸a˜o superior ao dos decaimentos que reflectem apenas a
libertac¸a˜o de uma porc¸a˜o da radiac¸a˜o existente.
Se se deixar passar tempo suficiente, este decaimento torna-se monoexponencial,
atingindo-se o modo fundamental, como ja´ discutido anteriormente. Sabendo que
a constante de decaimento do modo fundamental e´ o inverso do tempo de vida as-
sociado ao modo fundamental, β = 1/τf , pode calcular-se esse tempo. Assim, para
este cilindro de opacidade 5 × 40, o tempo associado ao modo fundamental, calcu-
lado atrave´s da lei do decaimento e´ τf = 2, 749. No entanto, este na˜o corresponde
ao tempo me´dio global de retenc¸a˜o da excitac¸a˜o, τ , calculado com recurso a` sua
expressa˜o matema´tica (Eq. 3.49). Na verdade, esta grandeza vale 2,270. Ora esta
diferenc¸a vem corroborar a ideia que na˜o e´ correcto assumir o comportamento do
modo fundamental como representativo da cine´tica global do vapor. O tempo me´dio
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de aprisionamento associado ao modo fundamental constitui um limite superior para
o tempo de retenc¸a˜o me´dio global, sendo sempre igual ou superior a este.
4.5 Comparac¸a˜o com dados experimentais
Apo´s o desenvolvimento e teste do algoritmo para ce´lulas a treˆs dimenso˜es e a ve-
rificac¸a˜o das mesmas tendeˆncias observadas nas grandezas obtidas a uma dimensa˜o,
e´ fundamental fazer uma comparac¸a˜o entre as grandezas estimadas pelas simulac¸o˜es
e as medidas experimentalmente. Este procedimento ira´ contribuir para a validac¸a˜o
do uso da teoria estoca´stica no processo do aprisionamento radiativo e aferir da ne-
cessidade da assunc¸a˜o das correctas condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o em frequeˆncia, para
cada linha ressonante considerada.
A comparac¸a˜o foi feita para a radiac¸a˜o ressonante do mercu´rio, cujo nu´mero
ato´mico e´ 80 e a massa ato´mica relativa e´ 200,59 ua. Apresenta sete iso´topos, com
nu´meros de massa desde 196, o menos comum, ate´ 204. A estrutura electro´nica do
mercu´rio no estado fundamental e´ [Xe]4f 145d106s2.
Um pequeno excerto do diagrama de energia deste elemento, no qual na˜o se
consideram as estruturas finas ou hiperfinas, e´ apresentada na Fig. 4.18, onde se
veˆem, entre outras, duas das suas linhas ressonantes: a resultante da transic¸a˜o 6
1P1 → 61S0, com comprimento de onda λ = 184, 9 nm e a resultante de 6 3P1 → 61S0,
com comprimento de onda λ = 253, 7 nm.
No aˆmbito das laˆmpadas fluorescentes, estas duas linhas sa˜o duas das mais im-
portantes para a produc¸a˜o de radiac¸a˜o ultravioleta. De acordo com Jack [Jack 1986],
sob condic¸o˜es t´ıpicas de funcionamento deste tipo de laˆmpadas, 83,6% da energia
ele´ctrica fornecida e´ direccionada para a coluna de descarga. Dessa, apenas 74% e´
convertida em radiac¸a˜o ultravioleta (ou seja 61,9% da energia ele´ctrica fornecida a`
laˆmpada), dos quais 60% proveˆm da radiac¸a˜o de 253,7 nm e 10% da radiac¸a˜o de
184,9 nm [Menningen e Lawler 2000] (os outros 4% proveˆm de outras transic¸o˜es na
regia˜o do UV). Esta proporc¸a˜o entre as contribuic¸o˜es de cada linha pode ser alterada
se a poteˆncia da laˆmpada for aumentada. Post afirma que a contribuic¸a˜o da linha
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Figura 4.18 : Extracto do diagrama de energia do mercu´rio.
de 184,9 nm pode crescer ate´ um valor de 30% [Post 1986].
A constituic¸a˜o isoto´pica do mercu´rio manifesta-se num desdobramento de cada
uma destas linhas, originando assim uma estrutura isoto´pica. Este desdobramento
da linha deve-se ao facto de os diferentes iso´topos terem a mesma carga nuclear, mas
diferentes massas ato´micas. Surgem dois efeitos que contribuem para a pequena, mas
mensura´vel, dependeˆncia dos n´ıveis energe´ticos da constituic¸a˜o isoto´pica. Em pri-
meiro, o efeito do volume nuclear. Por terem diferente nu´mero de neutro˜es, o volume
nuclear e´ diferente, provocando um campo ele´ctrico causado pelo nu´cleo ligeiramente
diferente e, consequentemente, uma diferente interacc¸a˜o com os electro˜es. Em se-
gundo lugar, como os electro˜es e o nu´cleo se movem em torno do centro de massa
do a´tomo, os iso´topos movem-se de modo diferente uns dos outros. Assim, a massa
reduzida do a´tomo, grandeza de que depende a energia de cada n´ıvel electro´nico,
varia para cada iso´topo, provocando tambe´m alterac¸a˜o no valor da energia de cada
um destes n´ıveis [Thorne et al 1999, Molisch e Oehry 1998].
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Nos iso´topos onde o nu´mero de massa e´ ı´mpar, surge ainda outro efeito de desdo-
bramento da linha. O spin intr´ınseco de cada prota˜o e neutra˜o origina um momento
angular I, chamado de spin nuclear. Se o nu´mero de proto˜es igualar o de neutro˜es, o
spin nuclear e´ zero e o desdobramento na˜o se verifica. Se, pelo contra´rio, o nu´mero
de massa for ı´mpar, o spin nuclear tem um valor semi-inteiro. Associado ao spin
nuclear, surge o momento magne´tico µI, que se relaciona com I por: µI = gI
e
2mP
I,
onde mP e´ a massa do prota˜o e gI e´ um factor que resulta da adic¸a˜o de momentos
magne´ticos dos proto˜es e neutro˜es e tem pequenos valores positivos ou negativos. Da
interacc¸a˜o deste momento magne´tico com o campo magne´tico criado pelos electro˜es
resulta uma pequena alterac¸a˜o nos valores dos n´ıveis de energia ato´micos. Surge
assim a estrutura hiperfina [Thorne et al 1999, Molisch e Oehry 1998].
A abundaˆncia natural dos iso´topos de mercu´rio, assim com a sua estrutura isoto´-
pica e hiperfina e´ apresentada na Tab. 4.3 [Baeva e Reiter 2003]. As diferenc¸as de
energia veˆm expressas em termos de diferenc¸as de frequeˆncia relativamente a` do
centro de linha do iso´topo 198Hg.
As linhas ressonantes em estudo sa˜o caracterizadas por um conjunto de proprie-
dades f´ısicas espec´ıficas, que se encontram sistematizadas na Tab. 4.4 [van de Weijer
e Cremers 1985, Fuhr e Wiese 1998, Menningen e Lawler 2000].
O tempo me´dio de vida do estado excitado 6 1P1 e´, como se pode ver na tabela
apresentada, muito menor que o do estado 6 3P1. Assim sendo, durante o per´ıodo
em que o a´tomo no estado 6 1P1 esta´ excitado, sofre um nu´mero muito reduzido
de coliso˜es ela´sticas ou mesmo nenhuma, o que lhe permite manter, no referencial
do a´tomo em repouso, a correlac¸a˜o entre as fases da radiac¸a˜o absorvida e emitida.
Consequentemente, o alargamento da linha espectral devido ao feno´meno colisional
devera´ ser pouco significativo. Logo, existem condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial
de frequeˆncias no referencial do laborato´rio, para a linha 185 nm [Post et al 1986,
Menningen e Lawler 2000]. Para a de 254 nm, o tempo de vida do estado exci-
tado que lhe corresponde e´ longo o suficiente para poder sofrer va´rias coliso˜es ela´s-
ticas, pelo que se verifica redistribuic¸a˜o completa [van de Weijer e Cremers 1985,
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Nu´mero de Abundaˆncia Desdobramento da Desdobramento da
massa (UA) relativa linha 253,7 nm (GHz) linha 184,9 nm (GHz)
196 0,0015 4,347 3,852
198 0,0997 0 0
199A 0,0562 -15,379 3,034
199B 0,1125 6,715 -2,327
200 0,2310 -4,826 -4,31
201A 0,0659 -14,629 -3,76
201B 0,0439 -0,689 -7,46
201C 0,0220 6,895 -8,72
202 0,2986 -10,132 -9,23
204 0,0687 -15,319 -14,07
Tabela 4.3 : Constituic¸a˜o isoto´pica natural do mercu´rio e suas estruturas isoto´pica e
hiperfina, para as linhas 254 e 185 nm [Baeva e Reiter 2003].
Herd et al 2005]. Deste modo, conclui-se que, para a linha 253,7 nm e´ de espe-
rar que sejam va´lidas condic¸o˜es de CFR, enquanto que para a linha 184,9 nm, as
condic¸o˜es esperadas sa˜o de PFR.
Os coeficientes de extinc¸a˜o colisional sa˜o diferentes para as duas linhas considera-
das. Uma vez que o ga´s inerte a ser considerado nos dados experimentais recolhidos
e´ o a´rgon, os coeficientes de extinc¸a˜o apresentados na tabela seguinte incluem as co-
liso˜es inela´sticas de mercu´rio com a´rgon. Esta tabela inclui tambe´m outros valores
para este coeficientes propostos na literatura.
Os coeficientes para a linha 254 nm do mercu´rio foram propostos por Herd,
Lawler e Menningen [Herd et al 2005], enquanto que o coeficiente kHg−Ar da li-
nha 185 nm foi avanc¸ado por dois dos mesmos autores, num trabalho anterior
[Menningen e Lawler 2000]. Neste mesmo trabalho e´ proposto um coeficiente de
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Linha 184,9 nm Linha 253,7 nm
Transic¸a˜o ato´mica 6 1P1 → 6 1S0 6 3P1 → 6 1S0
Frequeˆncia 1,62×1015 Hz 1,18×1015 Hz
Tempo me´dio de vida 1,31 ± 0,08 ns 120 ± 2 ns
Coeficiente Asi de Einstein 7,63×108 s−1 8,33×106 s−1
Intensidade relativa 1000 15000
Degeneresceˆncia do n´ıvel superior 3 3
Degeneresceˆncia do n´ıvel inferior 1 1
Tabela 4.4 : Caracter´ısticas f´ısicas das linhas ressonantes do mercu´rio [van de Weijer e
Cremers 1985, Menningen e Lawler 2000, Fuhr e Wiese 1998].
Linha kHg−Hg (m3s−1) kHg−Ar (m3s−1)
184,9 nm
Utilizado 2,0× 10−16 1,0× 10−18 [1]
Alternativo
1, 0× 10−16 [2] 5, 0× 10−19 [1]
3, 0× 10−17 [1] 2, 0× 10−18 [1]
253,7 nm Utilizado 1,0× 10−18 [3] 1,0× 10−20 [3]
Tabela 4.5 : Coeficientes de extinc¸a˜o colisional. [1]: [Menningen e Lawler 2000]; [2]:
[Baeva e Reiter 2003]; [3]: [Herd et al 2005].
extinc¸a˜o colisional entre a´tomos de mercu´rio de 3 × 10−17 m3s−1, para a linha de
185 nm. Todos estes valores foram obtidos por comparac¸a˜o entre os resultados ex-
perimentais e os de simulac¸o˜es de Monte Carlo realistas, onde os feno´menos do alar-
gamento espectral devido a` estrutura isoto´pica e hiperfina, a redistribuic¸a˜o parcial
em frequeˆncias e a inclusa˜o de ga´s inerte na ce´lula sa˜o considerados. Com base na
discrepaˆncia dos valores obtidos, os autores chegaram aos valores propostos, sendo
que, ao inclu´ı-los nas simulac¸o˜es, os resultados (taxa de decaimento do modo fun-
damental) tornaram-se muito pro´ximos dos experimentais. As simulac¸o˜es utilizadas
no trabalho citado incorporam os mesmos efeitos que as simulac¸o˜es efectuadas neste
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trabalho. O valor de kHg−Ar para a linha de 254 nm e´ referenciado como sendo o
valor ma´ximo para este coeficiente, enquanto que todos os outros veˆm afectados de
um erro de, pelo menos, um factor de dois.
O trabalho de Baeva e Reiter apresenta outro valor para o coeficiente de extinc¸a˜o
colisional entre os a´tomos de mercu´rio. Segundo estes autores, a concordaˆncia entre
resultados de simulac¸a˜o e experimentais e´ melhor se for utilizado o valor de 1×10−16
m3s−1 [Baeva e Reiter 2003], ou seja, cerca de treˆs vezes superior ao proposto por
Menningen e Lawler. No entanto, o valor utilizado neste trabalho foi ainda diferente
destes dois. Por comparac¸a˜o das simulac¸o˜es com os resultados experimentais que
estas pretendem mimetizar, chegou-se a` conclusa˜o que o valor que permitia obter
melhor concordaˆncia era o presente na Tabela 4.5, kHg−Hg = 2× 10−16m3s−1.
Um factor bastante importante a determinar antes de serem iniciadas as simu-
lac¸o˜es e´ o nu´mero ma´ximo de gerac¸o˜es de foto˜es que e´ considerado, ou seja, o nu´mero
da gerac¸a˜o a partir da qual se assume ter atingido o modo invariante, fundamental.
Esse nu´mero foi determinado atrave´s da simulac¸a˜o unidimensional de uma ce´lula
com a opacidade mais elevada considerada quer para a linha de 254 nm, quer para
a de 185 nm, atrave´s do me´todo das cadeias homoge´neas de Markov. Nas condic¸o˜es
deste trabalho, para os resultados referentes a estas duas linhas, utilizou-se enta˜o um
nu´mero de gerac¸o˜es ma´ximo de 250. Gerac¸o˜es superiores a esta na˜o foram criadas e
a sua contribuic¸a˜o foi introduzida analiticamente nas grandezas respectivas.
4.5.1 Aprisionamento da linha de 254 nm do mercu´rio
Em primeiro lugar sa˜o apresentados os resultados para a linha de 254 nm. A
estrutura isoto´pica e hiperfina desta linha tem bastante influeˆncia na constante de de-
caimento da excitac¸a˜o, conforme e´ discutido em [Walsh 1959, Anderson et al 1985,
Sommerer 1993, Lister et al 2004], entre outros. O perfil espectral associado tanto
a` absorc¸a˜o, como a` emissa˜o (uma vez que as condic¸o˜es sa˜o de redistribuic¸a˜o com-
pleta em frequeˆncias) vem afectado dos desvios causados pelos diversos componentes
isoto´picos do mercu´rio, na˜o sendo constitu´ıdo por uma u´nica linha, como considerado
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ate´ este ponto. Se se considerar a existeˆncia de alargamento natural, colisional e de
Doppler, o perfil espectral de absorc¸a˜o resulta da soma do perfil de Voigt para cada
componente isoto´pico da mistura natural de mercu´rio, como se mostra na Fig. 4.19.
Como a frequeˆncia normalizada e´-o em relac¸a˜o a` largura de Doppler e esta depende
da temperatura, tambe´m a distribuic¸a˜o espectral, considerando a constituic¸a˜o isoto´-
pica do elemento em causa, vai ser dependente da temperatura. A figura mostrada
foi obtida para uma temperatura de 300 K. Para temperaturas superiores, o perfil
espectral surge ainda mais alargado, comparativamente com o de uma u´nica linha
sem a considerac¸a˜o da estrutura isoto´pica.
Figura 4.19 : Distribuic¸a˜o espectral da linha 254 nm, com perfil de Voigt a=1×10−3, a
T=300 K, tendo em conta a constituic¸a˜o isoto´pica natural do mercu´rio.
Os dados experimentais para comparac¸a˜o sa˜o retirados de um artigo de van de
Weijer e Cremers [van de Weijer e Cremers 1985], onde o tempo me´dio de retenc¸a˜o
da excitac¸a˜o e´ medido em func¸a˜o da opacidade ao centro de linha da amostra gasosa.
Os pormenores da montagem experimental utilizada, sa˜o apresentados nas secc¸o˜es
II e III do artigo citado, mas e´ feita de seguida uma pequena resenha do me´todo.
A excitac¸a˜o e´ provocada por um laser de corante, ao longo do eixo da ce´lula cil´ın-
drica onde se encontra o mercu´rio com as suas fases l´ıquida e gasosa em equil´ıbrio.
A intensidade do laser e´ mantida praticamente constante ao longo de todo o eixo.
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Esta fonte de energia vai promover a excitac¸a˜o do estado metaesta´vel do mercu´rio
63P0 para o estado 7
3S1, que decai radiativamente para os estados 6
3P , inclusive
para o 63P1. O decaimento radiativo deste estado para o n´ıvel fundamental e´ enta˜o
monitorizado.
O tubo de vidro onde estes feno´menos ocorrem esta´ colocado, coaxialmente, com
outro tubo exterior a ele. No meio dos dois tubos corre a´gua ou uma mistura de
a´gua com etilenoglicol, conforme se pretenda estabelecer a temperatura no interior
da ce´lula para valores superiores ou inferiores a 5oC, respectivamente (o etilenogli-
col provoca o abaixamento criosco´pico da soluc¸a˜o, retardando o seu congelamento).
No caso de se usar a mistura de a´gua com etilenoglicol, e uma vez que esta na˜o e´
transparente a` radiac¸a˜o de 254 nm, usa-se um terceiro tubo, exterior aos outros dois
e faz-se correr o l´ıquido de refrigerac¸a˜o entre os dois tubos exteriores. Nestes, cria-se
um pequeno “tu´nel”, um pequeno orif´ıcio, de modo a ser poss´ıvel aceder e colectar
a radiac¸a˜o libertada pela amostra de mercu´rio. A radiac¸a˜o emitida na direcc¸a˜o per-
pendicular ao eixo do cilindro atravessa um filtro, no intuito de eliminar radiac¸a˜o
do laser que pudesse ter sofrido difusa˜o naquela direcc¸a˜o e chega depois a um foto-
multiplicador. O sinal de fluoresceˆncia e´ visualizado no ecra˜ de um oscilosco´pio e e´
depois registado.
A montagem experimental descrita foi tambe´m utilizada, sem alterac¸o˜es signifi-
cativas, para a obtenc¸a˜o das taxas de decaimento efectivas para a linha de 185 nm,
sob va´rias condic¸o˜es, num trabalho conjunto de Post e van de Weijer e Cremers, em
1986 [Post et al 1986].
Os resultados de van de Weijer e Cremers foram comparados com va´rios exis-
tentes na literatura ate´ 1985, nomeadamente os patentes nas refereˆncias 1 a 7 desse
trabalho [van de Weijer e Cremers 1985b]. Em va´rios trabalhos posteriores, foram
tomados como refereˆncia no estudo da linha ressonante de 254 nm do mercu´rio, no-
meadamente por Baeva e Reiter [Baeva e Reiter 2003], que utilizam os resultados
de van de Weijer e Cremers para comparac¸a˜o com os resultados das suas simulac¸o˜es,
e Grossman, Lagushenko e Maya [Grossman et al 1986], que utilizam o valor do
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tempo de vida intr´ınseco do estado 6 3P1 obtido experimentalmente pelos autores
referidos.
Um trabalho de Herd, Lawler e Menningen [Herd et al 2005] apresenta dados
mais recentes para a taxa de decaimento do modo fundamental desta linha resso-
nante do mercu´rio. O procedimento experimental utilizado e´ muito semelhante ao
utilizado por van de Weijer e Cremers e os dados sa˜o obtidos nas mesmas condic¸o˜es
de decaimento monoexponencial. A diferenc¸a principal entre um e outro conjuntos
de resultados prende-se com o raio da ce´lula cil´ındrica utilizada. Nesse artigo, era
de 10,5 mm, em vez dos 6,5 mm utilizados no artigo de van de Weijer. Estes dados
ficaram dispon´ıveis apo´s a realizac¸a˜o do trabalho relativo a` transic¸a˜o 6 3P1 → 6 1S0
do mercu´rio, raza˜o pela qual na˜o foram utilizados como refereˆncia principal. Ale´m
disto, a gama de densidades de mercu´rio utilizada na experieˆncia nele relatada e´
bastante mais reduzida do que a tida em considerac¸a˜o no artigo de van de Weijer
e Cremers. Apesar de na˜o serem directamente compara´veis, uma sobreposic¸a˜o dos
dois conjuntos de resultados no mesmo gra´fico, patente na Fig. 4.20 mostra que
os tempos de vida de aprisionamento sa˜o bastante pro´ximos uns dos outros. Mais
ainda, que os tempos de aprisionamento obtidos por Herd e colaboradores sa˜o maio-
res do que os de van de Weijer num factor que ronda a proporc¸a˜o dos raios dos dois
cilindros, ou seja, RH/RW = 1, 6. Estes tempos devem ser comparados com o tempo
de vida intr´ınseco do estado 63P1, (120± 2) ns.
van de Weijer e Cremers fizeram um conjunto de medic¸o˜es em func¸a˜o da opaci-
dade do centro de linha da amostra, tendo esta sido estimada atrave´s da temperatura
do ga´s (cf. discussa˜o sobre o to´pico na pa´gina 134), a qual variou desde -15oC ate´
+84oC. Na˜o foi adicionado ao mercu´rio qualquer ga´s inerte. A ce´lula usada foi
cil´ındrica, de comprimento 500 mm e raio 6,5 mm. Foram medidos 21 valores de
densidade e, consequentemente, de opacidade ao centro de linha, igualmente espac¸a-
dos numa escala logar´ıtmica. Para efectuar as simulac¸o˜es correspondentes, estes
valores foram enta˜o transformados em opacidades globais. Para tal, e´ necessa´rio
conhecer o paraˆmetro de Voigt, pelo que este foi calculado para cada densidade de
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Figura 4.20 : Comparac¸a˜o dos tempos de aprisionamento da radiac¸a˜o obtidos por van de
Weijer e Cremers [van de Weijer e Cremers 1985] e Herd e colaboradores [Herd et al 2005].
mercu´rio (ver Eq. 4.20). No entanto, uma vez que este na˜o variava muito ao longo
da gama de densidades consideradas (aV = 1, 133 × 10−3 para a menor opacidade
considerada e 1, 036 × 10−3 para a maior, correspondendo a uma variac¸a˜o de 9%),
foi considerado um u´nico valor e foi escolhido como sendo um valor aproximado aos
estimados – aV = 1× 10−3. A informac¸a˜o relativa aos dados limite necessa´rios para
a execuc¸a˜o das simulac¸o˜es esta´ condensada no quadro da Tab. 4.6.
T (K) NHg ( ×1018 m−3) aV r0 r φ0
258 1, 6075 1, 133× 10−3 0,64482 1,1444 0,99999988
357 3117, 9 1, 036× 10−3 1063,2 1886,6 0,99977214
Tabela 4.6 : Condic¸o˜es de densidade e opacidades mı´nimas e ma´ximas utilizadas (r0
refere-se a` opacidade do centro de linha, enquanto as outras grandezas possuem o signifi-
cado habitual).
Para tratar convenientemente a estrutura isoto´pica e hiperfina da linha 254 nm
do mercu´rio, a simulac¸a˜o de Monte Carlo foi feita usando como distribuic¸a˜o espectral
a presente na Fig. 4.19. A excitac¸a˜o inicial foi criada uniformemente distribu´ıda ao
longo do eixo do cilindro e todo o algoritmo de Monte Carlo foi utilizado como
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descrito anteriormente.
O perfil isoto´pico desta linha e´ relativamente complicado de tratar em termos
computacionais, pelo que originou ja´ tentativas de simplificar a sua utilizac¸a˜o em
simulac¸o˜es computacionais. A primeira e mais importante foi levada a cabo por
Walsh [Walsh 1959], que deduziu uma expressa˜o para a transmissa˜o de radiac¸a˜o no
interior de uma amostra, em func¸a˜o da distaˆncia. Para uma u´nica linha, sem estru-
tura isoto´pica ou hiperfina, essa probabilidade seria dada por (admitindo condic¸o˜es
de CFR):
T(r) =
∫ +∞
−∞
Φ(x)exp[−Φ(x)r]dx, (4.27)
onde r seria a distaˆncia percorrida no interior da ce´lula antes de ocorrer reabsorc¸a˜o.
No caso da linha em estudo apresentar uma estrutura fina e hiperfina, o coefi-
ciente de absorc¸a˜o vai ser diferente para cada um dos componentes dessa estrutura,
assim como o centro de linha. Se Φ(x) se refere a uma u´nica linha, uma linha com
estrutura isoto´pica e hiperfina sera´ representada por
∑
iWiΦi(x), onde o ı´ndice i re-
presenta cada componente da linha eWi o seu peso relativo. Deste modo, a condic¸a˜o
de normalizac¸a˜o do espectro de modo a que
∫
Φ(x)dx = 1 e´ agora representada por∫ ∑
iWiΦi(x)dx = 1 ⇒
∑
iWi
∫
Φi(x)dx =
∑
iWi = 1. Assim, a Eq. 4.27 sofre
uma modificac¸a˜o necessa´ria para comportar esta alterac¸a˜o, tornando-se:
T(r) =
∫ +∞
−∞
∑
i
WiΦi(x)e
−PiWiΦi(x)rdx. (4.28)
Walsh assumiu que nas condic¸o˜es t´ıpicas de funcionamento de uma laˆmpada fluo-
rescente T12, a estrutura isoto´pica e hiperfina da linha de 254 nm do mercu´rio era
constitu´ıda por, aproximadamente, cinco componentes de igual intensidade e igual
separac¸a˜o entre si. Estes componentes eram considerados independentes. Conse-
quentemente, o factor de normalizac¸a˜o do perfil de absorc¸a˜o para cada um seria
aproximadamente igual e dado por:
5∑
i=1
Wi = 1⇔ Wi = 1
5
. (4.29)
Tendo isto em considerac¸a˜o, a probabilidade da radiac¸a˜o ser transmitida uma
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distaˆncia r no interior da ce´lula seria:
T(r) =
1
5
∫ +∞
−∞
5∑
i=1
Φi(x)e
− 1
5
P5
i=1 Φi(x)rdx. (4.30)
Assim, a constante de desactivac¸a˜o radiativa seria 5 vezes menor do que para
uma u´nica linha. Por este motivo, para ter em considerac¸a˜o a estrutura hiperfina da
linha 254 nm do mercu´rio, segundo Walsh, seria apenas necessa´rio substituir Φ(x)
por Φ(x)/5, o que implicaria multiplicar por 5 as taxas de decaimento obtidas para
a situac¸a˜o em que na˜o se considerasse a estrutura isoto´pica e hiperfina da linha.
Este procedimento e´ completamente emp´ırico, no sentido em que so´ foi validado
a posteriori, por comparac¸a˜o dos resultados experimentais com as previso˜es teo´ricas.
A abordagem a esta alternativa a` computac¸a˜o da linha com a estrutura isoto´pica
e hiperfina foi alterada va´rios anos mais tarde [van de Weijer e Cremers 1985]. Estes
autores modificaram um pouco a abordagem proposta por Walsh e verificaram ser
uma aproximac¸a˜o menos dra´stica de representar a composic¸a˜o isoto´pica do mercu´-
rio, dividir a densidade desta substaˆncia por 5, antes de iniciar a simulac¸a˜o do feno´-
meno de aprisionamento, em vez de multiplicar a taxa de decaimento obtida por 5.
Este facto foi tambe´m mencionado por Lister [Lister et al 2004]. Este procedimento
aborda a linha de 254 nm do mercu´rio como uma u´nica linha com um peso estat´ıs-
tico de 1/5. E´ de salientar que as duas verso˜es da aproximac¸a˜o de Walsh so´ podem
ser consideradas va´lidas nas situac¸o˜es em que o alargamento for exclusivamente de
Doppler, uma vez que so´ nesta situac¸a˜o e´ que o factor de aprisionamento 1/g, sendo
g o factor de escape definido por Holstein [Holstein 1947, Holstein 1951], e´ aproxi-
madamente linear na opacidade ao centro de linha (de acordo com [Holstein 1951],
o factor de aprisionamento num cilindro com alargamento de Doppler e´ dado por
1/g ' k0R
√
pi log(k0R)
1,60
, enquanto que para alargamento natural e/ou colisional e para
a mesma geometria este factor e´ 1/g '
√
pik0R
1,115
).
Tendo em conta esta u´ltima aproximac¸a˜o proposta, neste trabalho as simulac¸o˜es
do aprisionamento para esta linha foram feitas por dois me´todos: i) considerando a
densidade total do mercu´rio, com a abundaˆncia natural de cada iso´topo e utilizando
como distribuic¸a˜o espectral de absorc¸a˜o e emissa˜o o espectro de Voigt alterado (ver
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Fig. 4.19) e ii) considerando que o mercu´rio e´ constitu´ıdo por um u´nico iso´topo e,
por isso, utilizando o perfil de Voigt so´ para uma linha, mas dividindo a densidade
total de Hg por cinco. Os tempos me´dios de aprisionamento, obtidos adimensional-
mente, sa˜o convertidos em tempos com unidades e comparados com os resultados
experimentais, retirados do artigo de van de Weijer e Cremers, na Fig. 4.21.
Figura 4.21 : Tempo de vida do modo fundamental em func¸a˜o de r0. Resultados - ×
- experimentais [van de Weijer e Cremers 1985]; - ? - com NHg dividida por cinco ; - • -
com espectro de Voigt com constituic¸a˜o isoto´pica.
Como se pode verificar, a concordaˆncia entre os resultados experimentais e os
resultados das simulac¸o˜es e´ bastante boa. De facto, pode considerar-se que a abor-
dagem de dividir a densidade de mercu´rio por cinco representa bem o efeito no
aprisionamento da estrutura isoto´pica e hiperfina mas, apesar disto, os resultados
com o espectro no qual se incluem estes desdobramentos da linha, apresentam uma
concordaˆncia com os resultados experimentais ligeiramente melhor.
Para comparac¸a˜o, efectuou-se a simulac¸a˜o em que se considerou o perfil espectral
como sendo o de uma u´nica linha, sem estrutura isoto´pica e hiperfina e na˜o se
dividiu a densidade de mercu´rio por cinco. Os resultados para o tempo me´dio de
aprisionamento foram muito pouco afectados, sendo que a principal diferenc¸a foi que
a gama de opacidades sofreu um deslocamento para valores mais elevados.
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Para a linha de 254 nm, em condic¸o˜es de CFR, o modelo simulacional aqui uti-
lizado e´ perfeitamente aplica´vel, originando resultados bastante bons. A assunc¸a˜o
de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias pode considerar-se correcta, uma vez que
a concordaˆncia com os resultados experimentais assim o indica, dentro do n´ıvel de
aproximac¸o˜es utilizadas. Se fossem assumidas condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial
em frequeˆncias, o aprisionamento tornar-se-ia mais eficiente do que na realidade se
manifesta, evidenciando discrepaˆncias entre os valores observados do tempo me´dio
de aprisionamento e os valores superiores que seriam enta˜o observados.
A comparac¸a˜o com resultados experimentais obtidos para a linha de 185 nm sera´
feita de seguida e, devido a` sua extensa˜o e importaˆncia no aˆmbito deste trabalho,
ser-lhe-a´ dedicada uma nova secc¸a˜o.
4.6 Aprisionamento da linha de 185 nm do mercu´-
rio
A linha ressonante do mercu´rio de 185 nm apresenta, assim como a de 254 nm,
uma estrutura isoto´pica e hiperfina. O perfil espectral resultante desta estrutura,
considerando o alargamento colisional, natural e de Doppler, e´ a soma ponderada de
va´rias linhas de Voigt, apresentada na Fig. 4.22, para uma temperatura de 320 K.
Relativamente aos dados experimentais utilizados para comparac¸a˜o com os resul-
tados das simulac¸o˜es, estes foram em maior nu´mero do que os da linha de 254 nm,
uma vez que e´ um objectivo central deste trabalho fazer o estudo do aprisionamento
radiativo em condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias. Foram retirados
de um conjunto de artigos de Post e colaboradores [Post 1986, Post et al 1986] e
de um artigo de Menningen e Lawler [Menningen e Lawler 2000], onde sa˜o feitas
as medidas da taxa de decaimento quando esta e´ monoexponencial, ou seja, do
modo fundamental, em func¸a˜o da densidade nume´rica do mercu´rio. Este paraˆme-
tro e´ estimado com base na temperatura do ga´s. Uma pequena explicac¸a˜o, sobre a
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Figura 4.22 : Distribuic¸a˜o espectral da linha 185 nm, com perfil de Voigt a=1×10−3,
tendo em conta a constituic¸a˜o isoto´pica natural do mercu´rio.
montagem experimental utilizada nos artigos de Post e colaboradores e as condic¸o˜es
de detecc¸a˜o, e´ feita de seguida. Para mais pormenores da montagem experimental
utilizada, remete-se para a leitura das secc¸o˜es II dos dois artigos.
A taxa de decaimento radiativo do estado 61P1 do mercu´rio foi medida utilizando
dois me´todos alternativos: atrave´s das medidas de absorc¸a˜o de um laser de corante
e atrave´s de medidas de fluoresceˆncia induzida por laser. No primeiro me´todo, a
amostra de mercu´rio era excitada por uma descarga ele´ctrica pontual e depois fazia-
se incidir na direcc¸a˜o do eixo da ce´lula cil´ındrica um laser de corante, de modo a
promover a absorc¸a˜o de radiac¸a˜o de comprimento de onda 579,1 nm, correspondente
a` transic¸a˜o 61P1 −→ 61D2 (ver Fig. 4.18, da pa´gina 168). A densidade do estado
excitado 61P1 era determinada atrave´s do registo da transmitaˆncia da amostra. Para
este registo foi usado um integrador boxcar de dois canais. A taxa de decaimento
radiativo desse estado, correspondente a` radiac¸a˜o ressonante de 185 nm, era estimada
atrave´s das medidas da diminuic¸a˜o da densidade do estado 61P1. A ce´lula utilizada
era cil´ındrica e estava colocada coaxialmente no interior de um outro tubo cil´ındrico.
Entre os dois corria a´gua, responsa´vel por regular a temperatura no interior da
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ce´lula. Para assegurar que a medida feita contemplava apenas a contribuic¸a˜o do
modo fundamental, os autores aguardavam algum tempo – cerca de 2 µs – antes
de dar in´ıcio ao registo da transmitaˆncia. De acordo com estes, esse tempo era
suficiente para que o decaimento correspondesse a uma soma de duas exponenciais,
em que uma delas tem uma constante de decaimento no mı´nimo dez vezes superior
a` outra, ou seja, uma delas poderia ser desprezada face a` outra, originando assim
um decaimento monoexponencial, caracter´ıstico do modo fundamental.
O segundo me´todo utilizado por Post e colaboradores foi o da induc¸a˜o da fluo-
resceˆncia por laser. Uma descarga, a baixas correntes, em estado estaciona´rio, foi
efectuada, antes de ser utilizado um laser de corante para promover a excitac¸a˜o do
estado metaesta´vel 63P2 para o 6
3D2. Este decai radiativamente para va´rios estados
6P , inclusive o 61P1. Este u´ltimo fica sobrepopulado, relativamente a` sua densidade
quando em estado estaciona´rio. Esta diferenc¸a de densidades que pode atingir as
va´rias ordens de grandeza, justifica que alterac¸o˜es na populac¸a˜o do n´ıvel 61P1 em
estado estaciona´rio possam ser ignoradas. A radiac¸a˜o emitida e´ descrita por uma
lei monoexponencial. As ce´lulas utilizadas, tambe´m cil´ındricas, sa˜o colocadas no
interior de dois tubos de vidro com ela coaxiais, de modo a que a a´gua na˜o corra
directamente junto ao tubo da amostra. Este procedimento tem como intuito per-
mitir que uma pequena regia˜o da ce´lula interior na˜o esteja coberta por a´gua, uma
vez que esta na˜o e´ transparente a` radiac¸a˜o de 185 nm, de modo a se poder proceder
a` detecc¸a˜o da fluoresceˆncia. Esta e´ feita por fotomultiplicadores combinados com
filtros de interfereˆncia, colocados lateralmente a` ce´lula, num direcc¸a˜o transversal ao
eixo do cilindro. A montagem utilizada neste me´todo e´ muito semelhante a` utili-
zada por van de Weijer e Cremers para detecc¸a˜o da fluoresceˆncia da linha de 254
nm [van de Weijer e Cremers 1985].
O artigo mais recente de Menningen e Lawler apresenta resultados experimentais
compara´veis com os de Post [Menningen e Lawler 2000]. No entanto, enquanto os
deste sa˜o obtidos em condic¸o˜es de excitac¸a˜o inicial por aplicac¸a˜o de campo ele´ctrico
externo, os primeiros sa˜o obtidos por excitac¸a˜o prima´ria com laser. Apesar desta
4.6 Aprisionamento da linha de 185 nm do mercu´rio 183
diferenc¸a, a concordaˆncia entre os dois conjuntos de resultados e´, segundo as palavras
de Menningen e Lawler, “bastante satisfato´ria”. No entanto, na˜o apresentam uma
comparac¸a˜o quantitativa entre os dois conjuntos de resultados experimentais, nem
sequer uma comparac¸a˜o visual dos dois.
O me´todo experimental utilizado neste trabalho consiste na excitac¸a˜o por laser
do mercu´rio ao estado 63D2 (os autores promovem esta excitac¸a˜o atrave´s de dois
passos), em que o laser e´ apontado ao longo do eixo da ce´lula. A ce´lula esta´ intro-
duzida num forno, que provoca nela uma temperatura uniforme. O estado excitado
63D2 decai radiativamente para os estados 6
3P2, 6
3P1 e 6
1P1, com um tempo de
vida de cerca de 9,3 ns [Menningen e Lawler 2000]. A sobre-populac¸a˜o causada no
estado 61P1 vai originar o decaimento radiativo deste e o correspondente registo
desta grandeza. Ao contra´rio do trabalho de Post e colaboradores, neste caso, a
medida efectuada e´ directamente a do decaimento deste estado para o fundamental,
registada por um fotomultiplicador, colocado lateralmente a` ce´lula. Ambos os auto-
res referem que, nestas condic¸o˜es, so´ e´ detectado um decaimento monoexponencial,
correspondente ao modo fundamental.
Neste artigo de Menningen e Lawler, ale´m dos resultados experimentais, sa˜o
tambe´m apresentadas taxas de decaimento obtidas por simulac¸o˜es computacionais
de Monte Carlo e atrave´s de uma fo´rmula de ca´lculo proposta pelos autores. Os
resultados experimentais sa˜o comparados com resultados de simulac¸o˜es, sendo os
resultados experimentais de Post apenas comparados com a fo´rmula anal´ıtica de
ca´lculo. A concordaˆncia entre estes conjuntos de dados e´ boa, sendo de realc¸ar
que nas simulac¸o˜es obteˆm-se, sistematicamente, resultados ligeiramente superiores
aos experimentais. Deste artigo sera˜o utilizados tambe´m alguns resultados para
comparac¸a˜o.
4.6.1 Especificidades do algoritmo de Monte Carlo
A considerac¸a˜o da estrutura isoto´pica e hiperfina da linha 185 nm do mercu´rio
implica algumas alterac¸o˜es ao algoritmo de Monte Carlo, descrito no in´ıcio deste
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cap´ıtulo, uma vez que este esta´ elaborado para uma u´nica linha simples. Apesar
de na˜o serem estruturantes, estas modificac¸o˜es afectam todo o algoritmo. Sera˜o
descritas de seguida, mas antes e´ importante referir que cada componente da es-
trutura isoto´pica ou hiperfina e´ considerado independente [Baeva e Reiter 2003], ou
seja, considera-se que a sobreposic¸a˜o entre o espectro de cada componente e´ des-
preza´vel. Cada componente da estrutura hiperfina dos iso´topos 199Hg e 201Hg (os
iso´topos ı´mpares) e´ tambe´m considerado como componente independente dos outros
na estrutura geral.
A primeira alterac¸a˜o surge logo no momento da criac¸a˜o da primeira gerac¸a˜o de
espe´cies excitadas. Para cada a´tomo excitado determina-se a que componente este
corresponde (iso´topo ou componente hiperfino), na proporc¸a˜o directa das abundaˆn-
cias relativas [Baeva e Reiter 2003]. A frequeˆncia de emissa˜o do a´tomo excitado e´
gerada relativamente ao centro de linha do componente seleccionado. A distribuic¸a˜o
espacial das espe´cies excitadas de primeira gerac¸a˜o e´ homoge´nea, ao longo do eixo
do cilindro, e tem a forma de um parabolo´ide de revoluc¸a˜o nos planos transversais ao
eixo, com o ve´rtice nele assente [Post 1986, Sommerer 1993, Baeva e Reiter 2003].
A modificac¸a˜o seguinte prende-se com o ca´lculo do coeficiente de absorc¸a˜o to-
tal a` frequeˆncia de emissa˜o. Este resulta da soma do coeficiente de absorc¸a˜o de
cada componente a`quela frequeˆncia (expressa relativamente ao centro de linha desse
componente).
A escolha do componente da estrutura isoto´pica e hiperfina da linha 185 nm
que absorve o fota˜o emitido pela gerac¸a˜o anterior de espe´cies excitadas e´ feita de
acordo com a relac¸a˜o entre o coeficiente de absorc¸a˜o de cada componente e o total,
a` frequeˆncia considerada [Baeva e Reiter 2003].
A principal alterac¸a˜o introduzida no algoritmo prende-se com a considerac¸a˜o de
um processo de escolha do perfil espectral de reemissa˜o e a inclusa˜o da possibilidade
de transfereˆncia de energia entre componentes da mesma linha, ou seja, entre os
diversos componentes isoto´picos. Nas simulac¸o˜es ate´ aqui discutidas, o perfil de
reemissa˜o era assumido a` partida. Se se assumissem condic¸o˜es de CFR, o espectro
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de emissa˜o era o de Voigt, enquanto que para condic¸o˜es de PFR o perfil de emissa˜o
seria escolhido, a priori, entre as func¸o˜esRII eRIII . Na simulac¸a˜o do aprisionamento
radiativo para a linha de 185 nm do mercu´rio, o processo escolhido para a selecc¸a˜o
do perfil de reemissa˜o foi modificado. Assim, cada evento de reemissa˜o individual
pode ocorrer de acordo com diferentes func¸o˜es de redistribuic¸a˜o. As condic¸o˜es de
existirem ou na˜o coliso˜es ela´sticas sa˜o fundamentais para o processo de definic¸a˜o do
tipo de perfil de reemissa˜o a considerar.
O processo de reemissa˜o esta´ dependente de, durante o tempo em que a espe´cie
se encontra excitada, sofrer coliso˜es ela´sticas ou na˜o e, na primeira situac¸a˜o, do tipo
de coliso˜es em causa. Deste modo, treˆs situac¸o˜es sa˜o tomadas em considerac¸a˜o: i) a
ocorreˆncia de pelo menos uma colisa˜o ressonante (ou seja, entre a´tomos de mercu´rio),
ii) a ocorreˆncia de pelo menos uma colisa˜o com o ga´s inerte e iii) a inexisteˆncia de
coliso˜es. Conve´m salientar que a ocorreˆncia de coliso˜es que resultem em extinc¸a˜o da
excitac¸a˜o e´ tomada em considerac¸a˜o no factor de φ0, cuja influeˆncia e´ introduzida,
a posteriori, nos resultados obtidos nas simulac¸o˜es.
Os cena´rios anteriores de diferentes tipos de coliso˜es acarretam diferentes efei-
tos. Quando a reemissa˜o do fota˜o se da´ sem ocorrer nenhuma colisa˜o entre o a´tomo
excitado e qualquer outra espe´cie na˜o existe, logicamente, transfereˆncia de ener-
gia para outro componente da estrutura isoto´pica e hiperfina. No referencial do
a´tomo em repouso, ha´ coereˆncia completa entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de
emissa˜o [Menningen e Lawler 2000], pelo que a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias que descreve esta situac¸a˜o e´ a RII . A probabilidade deste cena´rio se
concretizar e´ dada por Menningen e Lawler como:
Psc =
(
1 +
Nλ30gs
65, 71gi
+BNb2piτ0
)−1
, (4.31)
em que B e´ o coeficiente de alargamento por coliso˜es com ga´s inerte, N e´ a densidade
do mercu´rio e Nb a densidade de ga´s inerte presente na ce´lula [Menningen e Lawler
2000]. O ı´ndice sc refere-se a` situac¸a˜o sem coliso˜es.
A situac¸a˜o em que ocorre pelo menos uma colisa˜o ressonante pode originar trans-
fereˆncia de energia entre os diferentes componentes da estrutura isoto´pica e hiperfina
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da linha considerada. A probabilidade de isto acontecer e´ proporcional a` abundaˆn-
cia natural de cada iso´topo [Baeva e Reiter 2003] e e´ dada por [Menningen e Lawler
2000]:
Pcr =
(
1 +
65, 71gi
Nλ30gs
)−1
, (4.32)
onde o ı´ndice cr se refere a` situac¸a˜o onde podem existir coliso˜es ressonantes.
Se a excitac¸a˜o mudou de componente isoto´pico ou hiperfino significa que houve
uma descorrelac¸a˜o completa entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de reemissa˜o, visto
o centro de linha de um componente ser diferente do do outro, pelo que a func¸a˜o de
redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias e´ a que melhor reflecte esta situac¸a˜o, ou seja,
a de Voigt [Baeva e Reiter 2003]. Torna-se enta˜o necessa´rio exprimir a frequeˆncia
de emissa˜o em relac¸a˜o ao centro de linha do novo componente considerado. Por
outro lado, se na˜o ha´ alterac¸a˜o do componente que absorveu a radiac¸a˜o, a func¸a˜o de
distribuic¸a˜o e´ a que implicar a existeˆncia de coliso˜es ela´sticas e de correlac¸a˜o parcial
com a frequeˆncia de absorc¸a˜o, ou seja, e´ a func¸a˜o de PFR RIII .
Menningen e Lawler, no seu estudo do aprisionamento radiativo de 2000 [Men-
ningen e Lawler 2000], apontam um me´todo diferente para tomar em considerac¸a˜o
a possibilidade de transfereˆncia da excitac¸a˜o para outro componente da estrutura
isoto´pica e hiperfina. Estes autores apontam como 50% a probabilidade de na˜o haver
transfereˆncia de energia, ou seja, de o componente a emitir ser o mesmo que absorveu
a radiac¸a˜o, mesmo apo´s coliso˜es ela´sticas com outros a´tomos de mercu´rio, enquanto
que os outros 50% seriam divididos pelos outros componentes, na proporc¸a˜o das
suas abundaˆncias naturais. Segundo os autores, este me´todo funciona bem se ocor-
rerem mu´ltiplas coliso˜es. No entanto, nenhuma explicac¸a˜o concreta e´ apontada para
este me´todo de escolha e o me´todo adoptado neste trabalho (e coincidente com o
proposto por Baeva e Reiter), surge como mais lo´gico.
A u´ltima situac¸a˜o refere-se a` possibilidade de haver coliso˜es ela´sticas com espe´-
cies de ga´s inerte. Estas na˜o provocam a transfereˆncia de energia entre diferen-
tes componentes isoto´picos, mas podem provoca´-la entre componentes da estru-
tura hiperfina. Assim, se o iso´topo que absorveu a radiac¸a˜o for ı´mpar, a ex-
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citac¸a˜o pode ser transferida de um componente hiperfino desse iso´topo para ou-
tro [Menningen e Lawler 2000, Baeva e Reiter 2003]. A probabilidade de isto acon-
tecer e´ proporcional a` sua abundaˆncia relativa. Se a excitac¸a˜o for transferida para
outro componente hiperfino, a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias considerada
e´ a de Voigt, uma vez que se considera existir redistribuic¸a˜o completa em frequeˆn-
cias. Caso contra´rio, a func¸a˜o de PFR RIII , sera´ a indicada. Se o iso´topo que
absorveu a radiac¸a˜o for par, na˜o ha´ transfereˆncia da excitac¸a˜o para outro com-
ponente [Menningen e Lawler 2000, Baeva e Reiter 2003], pelo que a emissa˜o se da´
segundo a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias RIII .
A probabilidade de haver pelo menos uma colisa˜o ela´stica com ga´s inerte que
promova a situac¸a˜o descrita no para´grafo anterior, referenciada como Pcgi, sendo cgi
representativo de coliso˜es com ga´s inerte, e´ [Menningen e Lawler 2000]:
Pcgi =
(1− Pcr)BNb2piτ0
1 +N0λ30gs/(65, 71gi) +BNb2piτ0
. (4.33)
De acordo com o descrito nesta secc¸a˜o, verifica-se que a estrutura ba´sica do
algoritmo de Monte Carlo se manteve inalterada, apesar de praticamente todos
os passos terem sofrido modificac¸o˜es para comportarem a existeˆncia da estrutura
isoto´pica e hiperfina da linha 185 nm do mercu´rio. Um esquema simplificado destas
alterac¸o˜es e´ apresentado na Fig. 4.23.
4.6.2 Conjuntos de dados
As experieˆncias mimetizadas neste trabalho foram-no utilizando ce´lulas com raios
varia´veis entre os 6,2 e os 18,0 mm e comprimento 500 mm. A densidade de mercu´rio
foi variada desde, aproximadamente, 1× 1019 m−3 ate´ 1× 1022 m−3, fazendo variar
a temperatura da ce´lula.
Algumas experieˆncias cujos resultados sa˜o usados para comparac¸a˜o foram efec-
tuadas na auseˆncia de a´rgon, enquanto outras o foram na sua presenc¸a, com pressa˜o
varia´vel de 33 Pa (' 0,25 Torr) a 4000 Pa (' 30,0 Torr).
Os dados experimentais podem ser agrupados em diversos conjuntos, de acordo
com as semelhanc¸as entre condic¸o˜es iniciais e a fonte da qual sa˜o oriundos. Relativa-
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Figura 4.23 : Excerto do diagrama de fluxo do algoritmo espec´ıfico para a considerac¸a˜o da
constituic¸a˜o isoto´pica e hiperfina de uma linha, referente a` parte da selecc¸a˜o do componente
de absorc¸a˜o, de emissa˜o e da func¸a˜o de redistribuic¸a˜o espectral.
mente aos resultados patentes no artigo de Post e colaboradores, pode, em primeiro
lugar, analisar-se a dependeˆncia da taxa de decaimento do modo fundamental, βfm,
com a densidade de mercu´rio, para a situac¸a˜o em que na˜o existe a´rgon adicionado e
se faz variar o raio das ce´lulas (R=6,2, 9,7, 12,5 e 17,7 mm). De seguida, analisa-se
o efeito do ga´s inerte no aprisionamento, simulando o feno´meno numa ce´lula de raio
17,7 mm, para va´rios valores de pressa˜o parcial de a´rgon (P(Ar)=33, 67, 133 e 400
Pa). O mesmo estudo e´ feito para uma ce´lula de 7,4 mm e presso˜es parciais de a´rgon
de 0, 133 e 400 Pa. Deste modo, e´ poss´ıvel analisar o efeito conjunto da adic¸a˜o de
ga´s inerte e das dimenso˜es da ce´lula no aprisionamento da radiac¸a˜o. Um u´ltimo
conjunto refere-se a` utilizac¸a˜o de ce´lulas com a pressa˜o parcial de a´rgon de 400 Pa
e diferentes raios do cilindro: R=5,2, 7,4, 12,5 e 18,0 mm.
No artigo de Menningen e Lawler, as condic¸o˜es utilizadas foram ligeiramente di-
ferentes. O primeiro conjunto refere-se a ce´lulas sem ga´s inerte e com o raio de 10,5
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mm. O segundo reporta para ce´lulas da mesma dimensa˜o, mas com a´rgon adicio-
nado, a diferentes valores de pressa˜o: 400 Pa ('3,0 Torr) e 4000 Pa ('30,0 Torr).
Os conjuntos de condic¸o˜es enunciadas esta˜o agrupados em dois grandes grupos:
os cujas ce´lulas so´ conteˆm mercu´rio e os outros onde existe, ale´m do mercu´rio,
a´rgon. Uma representac¸a˜o esquema´tica de cada conjunto, e do local onde os dados
experimentais esta˜o patentes, e´ feita na tabela que se segue (Tabela 4.7).
Nu´mero do
conjunto
Raio da ce´lula Pressa˜o de Paraˆmetro Figura e
(mm) a´rgon (Pa) de Voigt artigo
1
a) 6,2
0 0,085 Fig. 2, [1]
b) 9,7
c) 12,5
d) 17,7
2 10,5 0 0,085 Fig. 2, [2]
3 7,4 0 0,100 Fig. 6, [1]
4
a)
17,7
33
0,085 Fig. 4, [1]
b) 67
c) 133
d) 400
5
a)
10,5
400
0,085
Fig. 3, [2]
b) 4000 Fig. 4, [2]
6
a) 7,4 133 0,100 Fig. 6, [1]
b) 5,2
400 0,100 Fig. 7, [1]
c) 7,4
d) 12,5
e) 18,0
Tabela 4.7 : Caracter´ısticas dos conjuntos de dados. [1]: [Post et al 1986]; [2]: [Menningen
e Lawler 2000].
A opacidade global para cada sub-conjunto de resultados foi calculada para os
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valores mı´nimo e ma´ximo da densidade de mercu´rio para os quais a experieˆncia
foi realizada e a simulac¸a˜o foi feita para va´rios pontos igualmente espac¸ados, numa
escala logar´ıtmica, entre estas duas opacidades limite.
As grandezas que resultam directamente das simulac¸o˜es sa˜o, como mencionado
anteriormente, a eficieˆncia de populac¸a˜o para cada gerac¸a˜o de espe´cies excitadas,
an, e a probabilidade de reabsorc¸a˜o de foto˜es de gerac¸a˜o n, αn. A partir destas
determinam-se as quantidades compara´veis com a experieˆncia, como o tempo me´dio
de aprisionamento do modo fundamental e, consequentemente, a taxa de decaimento
deste modo. Como visto no cap´ıtulo 3, estas grandezas, expressas adimensional-
mente, sa˜o determinadas por:
βfund =
1
τfund
= 1− αSφ0. (4.34)
4.6.3 Apresentac¸a˜o e discussa˜o de resultados
Os primeiros conjuntos de resultados a serem apresentados referem-se a`s situac¸o˜es
onde, nas ce´lulas cil´ındricas, so´ existia a espe´cie radiante.
Ce´lulas sem a´rgon
A primeira se´rie de resultados, mencionada na Tabela 4.7 como conjunto 1, refere-
se aos patentes na Fig. 2 do artigo de Post e colaboradores [Post et al 1986], obtidos
para ce´lulas cil´ındricas de raios varia´veis e apenas com mercu´rio no seu interior.
Os resultados das simulac¸o˜es efectuadas, referentes a este conjunto de dados,
esta˜o patentes na Fig. 4.24. Na auseˆncia de aprisionamento, a taxa de decaimento
intr´ınseca seria 7, 6× 108 s−1.
Como se pode observar, a concordaˆncia entre os pontos experimentais e os obtidos
nas simulac¸o˜es e´ excelente. A existeˆncia de um valor mı´nimo da taxa de decaimento
β, presente nos resultados de Post, e´ fielmente reproduzido pelos resultados das
simulac¸o˜es.
O segundo conjunto de resultados refere-se aos exibidos no artigo de Menningen
e Lawler, na Fig. 2 [Menningen e Lawler 2000]. Os autores apresentam conjun-
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Figura 4.24 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas sem
a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 1 da Tab. 4.7.
tos de pontos de va´rias medic¸o˜es, sendo que, para a mesma densidade de mercu´rio
(ou valores muito pro´ximos) existem va´rios valores de βfund diferentes. Para cada
densidade de mercu´rio, apenas os valores mı´nimos e ma´ximos de βfund foram regis-
tados e inclu´ıdos nos gra´ficos de comparac¸a˜o. A comparac¸a˜o entre estes resultados
experimentais e os das simulac¸o˜es esta˜o patentes na Fig. 4.25.
Menningen e Lawler apresentam medidas experimentais para uma gama de den-
sidades de mercu´rio maior que a de Post e colaboradores. Na figura, observa-se que
a concordaˆncia entre pontos experimentais e obtidos por simulac¸a˜o do aprisiona-
mento e´ boa, apesar de se notar que, para densidades de mercu´rio mais elevadas,
comec¸a a haver uma discrepaˆncia sistema´tica de valores. No entanto, para a gama
de densidades estudada por Post, a sobreposic¸a˜o de resultados e´ evidente. Para os
valores de densidade de mercu´rio mais elevados a tendeˆncia revelada e´ claramente
a mesma, apesar de os valores nume´ricos na˜o o serem. No entanto, os valores que
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Figura 4.25 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas sem
a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 2 da Tab. 4.7.
apresentam maior distanciamento entre si, diferenciam-se num factor de 2.
O terceiro conjunto de pontos refere-se novamente ao supra-citado artigo de Post
e colaboradores, mas desta feita obtidos atrave´s do me´todo de fluoresceˆncia indu-
zida por laser, tambe´m utilizado por Menningen e Lawler. No artigo de Post, e´ feita
a comparac¸a˜o dos resultados obtidos pelos dois me´todos utilizados pelos autores e
a equivaleˆncia entre eles e´ bem demonstrada. Apesar de a obtenc¸a˜o experimental
ser diferente, os resultados obtidos por ambos os me´todos reflectem um decaimento
monoexponencial, caracter´ıstico do modo fundamental. Uma vez que as condic¸o˜es
experimentais em cada um dos artigos sa˜o diferentes (tamanhos de ce´lulas e paraˆ-
metros de Voigt), na˜o e´ poss´ıvel estabelecer uma relac¸a˜o directa entre os resultados
patentes em cada um deles.
A comparac¸a˜o entre os resultados simulacionais e experimentais (Fig. 6 do refe-
rido artigo) relativos ao conjunto 3, e´ feita na Fig. 4.26. A concordaˆncia de resulta-
dos e´ noto´ria, havendo uma sobreposic¸a˜o completa dos resultados experimentais e
simulacionais.
A redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias e´ muito importante no aprisionamento
da linha 185 nm do mercu´rio e tem, necessariamente, de ser tida em conta quando
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Figura 4.26 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas sem
a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 3 da Tab. 4.7.
se efectuam as simulac¸o˜es deste feno´meno. De outro modo, estas na˜o espelhariam
a realidade experimental. Isto e´ facilmente comprova´vel simulando o mesmo feno´-
meno, para um dos conjuntos de pontos previamente estudados, considerando agora
que, em cada feno´meno de reemissa˜o, a redistribuic¸a˜o em frequeˆncias e´ sempre com-
pleta, em vez de parcial. A constituic¸a˜o isoto´pica continua a ser assumida, mas
agora apenas para compreender a possibilidade da excitac¸a˜o ser emitida por um dos
componentes da estrutura isoto´pica e hiperfina e absorvida por outro. A compa-
rac¸a˜o entre a simulac¸a˜o com PFR e com CFR e com os pontos experimentais, para
o conjunto de pontos 1, al´ınea a), referentes ao cilindro de R=6,2 mm, da figura 2
do artigo de Post e colaboradores [Post et al 1986], e´ apresentada na Fig. 4.27.
Como se pode concluir da observac¸a˜o do gra´fico, a na˜o considerac¸a˜o da corre-
lac¸a˜o entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de reemissa˜o, no referencial do laborato´rio,
e´ uma aproximac¸a˜o demasiado grosseira para ser efectuada. As diferenc¸as entre essa
assunc¸a˜o e os resultados experimentais sa˜o enormes. Nem mesmo a tendeˆncia e´ ob-
servada. Para condic¸o˜es de CFR na˜o se verifica a ocorreˆncia de um valor mı´nimo de
taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, como acontece em situac¸o˜es de
PFR. Ale´m disso, a ordem de grandeza dos resultados e´ diferente. Com a assunc¸a˜o
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Figura 4.27 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, considerando PFR
e CFR Voigt (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es PFR; c´ırculos –
simulac¸o˜es CFR). Conjunto 1, a) da Tab. 4.7.
de que na˜o existe correlac¸a˜o entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de emissa˜o em cada
evento de reemissa˜o, os valores de βfund observados sa˜o superiores aos valores expe-
rimentais e apresentam uma tendeˆncia sempre decrescente, em func¸a˜o da densidade
nume´rica dos a´tomos de mercu´rio.
Verifica-se, enta˜o, na˜o ser poss´ıvel ignorar a ocorreˆncia de correlac¸a˜o parcial entre
as frequeˆncias dos foto˜es absorvidos e reemitidos na redistribuic¸a˜o, na linha de 185
nm do mercu´rio. Se tal fosse feito, a descric¸a˜o da evoluc¸a˜o do sistema na˜o seria
de todo correcta. As discrepaˆncias seriam, como se verifica na Fig. 4.27, bastante
significativas. Deste modo, qualquer abordagem ao aprisionamento radiativo da
linha 185 nm do mercu´rio, que na˜o considere a existeˆncia de redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias, e´ completamente incorrecta. Esta foi tambe´m a conclusa˜o atingida em
diversos trabalhos anteriores [Post 1986, Post et al 1986, Menningen e Lawler 2000,
Baeva e Reiter 2003], sendo que o trabalho de Post de 1986 surgiu para dar resposta
a`s discrepaˆncias encontradas entre resultados experimentais e teo´ricos da linha 185
nm do mercu´rio, derivadas da considerac¸a˜o de CFR nesta linha. Em particular,
Payne e colaboradores chegaram a` conclusa˜o que esta considerac¸a˜o na˜o era de todo
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va´lida, e que a correlac¸a˜o entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de reemissa˜o dos foto˜es
existia e tinha de ser tida em conta para situac¸o˜es em que a taxa de coliso˜es fosse
relativamente baixa, quando comparada com a taxa de decaimento radiativo, como
acontece nesta linha [Payne et al 1974].
Ale´m da necessidade da considerac¸a˜o dos efeitos de PFR, na correcta descric¸a˜o do
aprisionamento radiativo na linha 185 nm do mercu´rio, ha´ ainda que distinguir entre
as diferenc¸as de se considerar que estes efeitos sa˜o tomados em considerac¸a˜o apenas
atrave´s da func¸a˜o RII ou RIII , ou atrave´s das duas simultaneamente. A func¸a˜o
RII reflecte a situac¸a˜o f´ısica de as espe´cies excitadas na˜o sofrerem coliso˜es ela´sticas.
Existe coereˆncia completa no referencial do a´tomo em repouso. A func¸a˜o RIII traduz
a situac¸a˜o do outro extremo: ocorrem sempre coliso˜es que quebram a coereˆncia no
referencial ato´mico, provocando a redistribuic¸a˜o completa nesse mesmo referencial.
Ora, como ja´ foi mencionado, qualquer situac¸a˜o experimental encontra-se num ponto
interme´dio a estes dois extremos. Esta conjuntura e´ a contemplada nas simulac¸o˜es
aqui apresentadas, sendo que o peso relativo de cada uma destas func¸o˜es e´ definido
pelas probabilidades descritas por Menningen e Lawler [Menningen e Lawler 2000],
previamente explicitadas na secc¸a˜o 4.6.1.
Nas condic¸o˜es da Fig. 4.27, a probabilidade de haver coliso˜es ela´sticas ressonantes
que destruam a coereˆncia entre as frequeˆncias de absorc¸a˜o e de reemissa˜o varia
entre, para o valor mais baixo de densidade de mercu´rio, 1,2% e, para o maior valor
de densidade de mercu´rio, 29,9%. Para estas mesmas condic¸o˜es, foi simulada a
taxa de decaimento radiativo, assumindo exclusivamente a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o
RII ou RIII . A comparac¸a˜o com a situac¸a˜o do uso ponderado das duas func¸o˜es
e´ apresentada na Fig. 4.28. Para o primeiro ponto de N(Hg), so´ cerca de 1,2%
das espe´cies excitadas sofrera´ coliso˜es ela´sticas, enquanto que os outros 98,8% na˜o
sofrem coliso˜es durante o seu tempo de vida no estado excitado, o que significa
que apenas aquela fracc¸a˜o de espe´cies excitadas emitira´ segundo um perfil espectral
RIII , enquanto que os outros 98,8% de espe´cies o fara˜o segundo RII . Os resultados
experimentais na˜o sa˜o aqui apresentados uma vez que, como se observa na Fig. 4.27,
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sa˜o muito pro´ximos dos das simulac¸o˜es representados por Rmix e so´ tornariam a
figura mais complexa.
Figura 4.28 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, considerando RII ,
RIII , as duas simultaneamente e Voigt. Conjunto 1, a) da Tab. 4.7.
Como se pode observar no gra´fico, a considerac¸a˜o de RII em vez do uso conjunto
de RII e RIII nas respectivas proporc¸o˜es (chamada no gra´fico de Rmix), na˜o se tra-
duz numa diferenc¸a significativa, especialmente para os pontos de menor densidade
de mercu´rio, onde a probabilidade de haver coliso˜es que provoquem o alargamento
do perfil espectral e´ muito pequena. A` medida que essa probabilidade aumenta, a
diferenc¸a vai-se tornando mais significativa, apesar de nunca o ser muito. Quanto
a` utilizac¸a˜o da func¸a˜o RIII , a situac¸a˜o ja´ e´ bastante diferente. As diferenc¸as sa˜o
bastante vincadas e, tal como no caso de CFR Voigt (inclu´ıdo no gra´fico para faci-
litar a comparac¸a˜o), a ocorreˆncia do mı´nimo de βfund na˜o se verifica. A diferenc¸a
nume´rica dos resultados traduz o aprisionamento menos eficaz, que a situac¸a˜o de
redistribuic¸a˜o completa no referencial ato´mico (RIII no referencial do laborato´rio)
provoca. Comparando com o caso de CFR, esse aprisionamento e´ ligeiramente mais
eficiente, mas bastante menos do que nas condic¸o˜es adoptadas nestas simulac¸o˜es.
Quanto seja do conhecimento da autora, na˜o existem refereˆncias na literatura
a este tipo de comparac¸a˜o dos efeitos do aprisionamento para a utilizac¸a˜o de cada
uma das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o separadamente e em conjunto.
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Noutras condic¸o˜es f´ısicas, em que a importaˆncia das coliso˜es ressonantes seja
maior, as diferenc¸as manifestadas para os resultados com a func¸a˜o RII e com as
duas ponderadas tornam-se mais significativas. Tal e´ o caso quando a ce´lula apre-
senta valores superiores de densidade de mercu´rio e, ale´m disso, conte´m a´rgon no
seu interior. As coliso˜es com estas espe´cies resultam tambe´m num alargamento coli-
sional do perfil espectral, o que significa a quebra de correlac¸a˜o entre as frequeˆncias
dos foto˜es absorvido e emitido. Apesar de ainda na˜o terem sido apresentados os re-
sultados para as ce´lulas com a presenc¸a do a´rgon, a comparac¸a˜o que se segue inclui
a presenc¸a deste ga´s, de modo a permitir comparar o efeito de um maior nu´mero de
coliso˜es no tipo de redistribuic¸a˜o verificada. Assim, a Fig. 4.29, apresenta resultados
para uma ce´lula de R=18,0 mm, com uma pressa˜o de a´rgon de 400 Pa, retirados da
Fig. 7 de Post e colaboradores [Post et al 1986], utilizando a func¸a˜o combinada de
RII e RIII , cada uma delas separadamente e ainda a func¸a˜o de Voigt, considerando
a estrutura isoto´pica da linha.
Figura 4.29 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, considerando Voigt,
RII , RIII e as duas simultaneamente (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simu-
lac¸o˜es). Conjunto 6, e) da Tab. 4.7.
Nesta situac¸a˜o, a probabilidade de haver pelo menos uma colisa˜o ressonante varia
entre 0,2% e 41,6%, para os casos de menor e maior densidade de mercu´rio, respec-
tivamente. Tambe´m a probabilidade de haver coliso˜es ela´sticas com ga´s inerte varia
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com a densidade de mercu´rio, desde 26,0% ate´ 10,0%. Para este ga´s, a probabili-
dade de colisa˜o com o mercu´rio diminui com o aumento da temperatura, uma vez
que a densidade de mercu´rio aumenta, mas a de a´rgon se mante´m constante, fazendo
com que seja menos prova´vel que estas espe´cies colidam com os a´tomos de mercu´-
rio. O aumento da probabilidade de ocorrerem coliso˜es ela´sticas vai traduzir-se num
afastamento dos resultados com a func¸a˜o RII e numa aproximac¸a˜o dos com RIII , re-
lativamente aos pontos com as duas func¸o˜es. A diferenc¸a entre os resultados obtidos
com RIII e com Rmix e´ menor do que para o caso anterior (R=6,2 mm e sem a´rgon),
apesar de, devido a` diferenc¸a de escala entre os dois gra´ficos, parecer ainda menor do
que na realidade e´. Varia entre 11,6% e 100,1% (relativamente aos resultados com as
duas func¸o˜es R), enquanto que para a primeira situac¸a˜o apresentada, as diferenc¸as
marcavam-se entre os 31,9% e 250,8%. Relativamente a` diferenc¸a relativa entre os
resultados com RII e com as duas func¸o˜es ponderadas, a tendeˆncia e´ a contra´ria a`
exposta para RIII . Na primeira situac¸a˜o, as diferenc¸as relativas entre RII e Rmix
sa˜o substancialmente menores do que na segunda situac¸a˜o. Assim, para a Fig. 4.28,
a diferenc¸a oscila entre 0,3% e 9,3%, enquanto que para a Fig. 4.29 estas aumentam
para o intervalo 3,3% a 40,7%. Confirma-se enta˜o que quando a probabilidade de
haver reemissa˜o sem a ocorreˆncia de quaisquer coliso˜es e´ elevada, a redistribuic¸a˜o
e´ praticamente controlada pela func¸a˜o RII . Quando essa probabilidade decresce
bastante, a func¸a˜o RIII passa a ter um peso superior no processo.
Na Fig 4.29 verifica-se ainda que a assunc¸a˜o de condic¸o˜es de CFR para a linha
de 185 nm do mercu´rio, mesmo em condic¸o˜es em que no referencial do a´tomo em
repouso a redistribuic¸a˜o em frequeˆncias ocorre com mais frequeˆncia, na˜o retrata a
realidade f´ısica. As diferenc¸as relativas entre os valores obtidos atrave´s da utilizac¸a˜o
ponderada das duas func¸o˜es de redistribuic¸a˜o e a considerac¸a˜o de CFR, func¸a˜o de
Voigt, oscilam entre os 22,5% para o maior valor de densidade de mercu´rio (onde a
probabilidade de ocorrerem coliso˜es e´ maior) e os 201,8% (βfund para a distribuic¸a˜o
de Voigt e´ cerca de 3 vezes superior ao das distribuic¸o˜es ponderadas). Ja´ para a
primeira situac¸a˜o apresentada (Fig. 4.29), as diferenc¸as sa˜o substancialmente supe-
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riores e situam-se entre os 74,2%, para o maior valor de densidade de mercu´rio, e os
464,0%, perto da regia˜o do mı´nimo de βfund. Confirma-se, assim, que a considerac¸a˜o
de condic¸o˜es de PFR e´ uma condic¸a˜o fulcral e essencial para o sucesso da simulac¸a˜o
do aprisionamento radiativo, nesta linha ressonante do mercu´rio.
E´ importante analisar a necessidade da considerac¸a˜o da estrutura isoto´pica e
hiperfina da linha 185 nm do mercu´rio, no estudo do aprisionamento radiativo. Por
este motivo, efectuou-se uma simulac¸a˜o para as condic¸o˜es experimentais do conjunto
1, R=6,2 mm, em que era considerada uma u´nica linha simples, sem a estrutura
isoto´pica e hiperfina, e os resultados, comparados com a simulac¸a˜o com a estrutura
isoto´pica e hiperfina considerada (resultantes do algoritmo utilizado para todas as
simulac¸o˜es de aprisionamento da linha 185 nm do mercu´rio), encontram-se patentes
na Fig. 4.30.
Figura 4.30 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental (quadrados – pontos
experimentais; estrelas – com estrutura isoto´pica e hiperfina; c´ırculos – linha na˜o desdo-
brada). Conjunto 1, a) da Tab. 4.7.
A ana´lise a este gra´fico demonstra que, caso a estrutura isoto´pica e hiperfina na˜o
seja considerada, ocorre uma diminuic¸a˜o considera´vel dos valores de βfund, embora
a tendeˆncia manifestada esteja claramente presente. O aprisionamento seria mais
eficaz na auseˆncia da estrutura alargada da linha espectral do que se verifica ser. As
diferenc¸as relativas oscilam entre os 30% e os 50% dos valores experimentais de βfund
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para as mesmas densidades de mercu´rio, ou seja, em alguns casos os valores obtidos
chegam a ser metade dos experimentais. A existeˆncia da estrutura isoto´pica e hiper-
fina implica uma diminuic¸a˜o da eficieˆncia do aprisionamento, apesar do alargamento
do perfil de absorc¸a˜o aumentar a gama de frequeˆncias com maior probabilidade de
serem absorvidas e, portanto, facilitar o aprisionamento. Este factor e´ de ter em
conta mas, de acordo com os resultados, na˜o e´ o fundamental. Mais importante sera´
o facto de o coeficiente de absorc¸a˜o nos centros de linha dos va´rios componentes
da estrutura diminuir, relativamente ao do centro da linha na˜o desdobrada. Este
facto provoca a diminuic¸a˜o da probabilidade de absorc¸a˜o, diminuindo a eficieˆncia do
aprisionamento.
Com base neste estudo, torna-se evidente que a considerac¸a˜o da estrutura isoto´-
pica e hiperfina da linha 185 nm do mercu´rio e´ fundamental, para uma correcta
interpretac¸a˜o e modelizac¸a˜o do feno´meno de aprisionamento nestas condic¸o˜es. Esta
conclusa˜o contraria o afirmado por Menningen e Lawler, que sustentam que o des-
dobramento da linha espectral so´ e´ importante a baixas opacidades e na˜o e´ significa-
tivo nas condic¸o˜es t´ıpicas de funcionamento das laˆmpadas fluorescentes [Menningen
e Lawler 2000], como aquelas que se apresentam aqui.
Ce´lulas com a´rgon
Os pro´ximos conjuntos de resultados a serem apresentados, referem-se a`s ex-
perieˆncias onde foi adicionado a´rgon ao mercu´rio existente nas ce´lulas cil´ındricas.
Pretende-se verificar o efeito da adic¸a˜o de ga´s inerte no aprisionamento da radiac¸a˜o.
O conjunto 4 de resultados remete para a Fig. 4 do artigo de Post e colaboradores
[Post et al 1986], onde o raio da ce´lula cil´ındrica e´ mantido constante (R=17,7 mm)
e a pressa˜o de a´rgon toma os valores de 33, 67, 133 e 400 Pa. Estes resultados
foram obtidos experimentalmente atrave´s do me´todo de absorc¸a˜o de laser de corante,
descrito no in´ıcio desta secc¸a˜o. A comparac¸a˜o entre os resultados experimentais e
os das simulac¸o˜es esta´ patente na Fig. 4.31.
Estes resultados apresentam uma concordaˆncia bastante boa entre si. No en-
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Figura 4.31 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de R=17,7
mm e com a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 4
da Tab. 4.7. Resultados para P=133 Pa na˜o sa˜o experimentais, mas sim os resultados da
simulac¸a˜o de [Post et al 1986].
tanto, para valores mais elevados de pressa˜o de a´rgon, comec¸a a notar-se um afas-
tamento ligeiro entre os dois conjuntos de resultados. Este facto pode apontar para
uma ligeira incorrecc¸a˜o no valor de coeficiente de extinc¸a˜o colisional entre a´tomos
de mercu´rio e de a´rgon, de tal modo que, para presso˜es de a´rgon pouco elevadas,
na˜o chega a traduzir-se em diferenc¸as quantitativas vis´ıveis na taxa de decaimento
do modo fundamental, mas a` medida que a pressa˜o de a´rgon se torna mais elevada,
as diferenc¸as entre resultados experimentais e simulac¸o˜es comec¸am a tomar pro-
porc¸o˜es mais significativas. O valor utilizado foi proposto por Menningen e Lawler
[Menningen e Lawler 2000] e foi determinado a posteriori como o valor que produ-
zia uma melhor adequac¸a˜o entre os resultados experimentais e os simulacionais. Os
autores atribu´ıram-lhe uma poss´ıvel discrepaˆncia dentro da margem de um factor
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de dois. Neste trabalho na˜o foi testado o efeito de alterar este coeficiente. Sera´, no
entanto, um procedimento a realizar no futuro, no intuito de um melhor ajuste entre
a experieˆncia e a simulac¸a˜o.
Outro factor que pode contribuir para essa ligeira diferenc¸a tem a ver com o
coeficiente de alargamento colisional devido a` presenc¸a do a´rgon. Este paraˆmetro e´
inclu´ıdo no ca´lculo da probabilidade de haver coliso˜es ela´sticas com ga´s inerte, Pcgi,
e vai indirectamente influir na escolha da func¸a˜o de redistribuic¸a˜o mais adequada em
cada caso de reemissa˜o. Neste trabalho, o paraˆmetro B utilizado foi o mencionado no
artigo de Menningen e Lawler [Menningen e Lawler 2000], B = 4, 38×10−16 m3s−1 ±
11%. Se este coeficiente estiver subvalorizado, a probabilidade de ocorrerem coliso˜es
entre espe´cies excitadas de mercu´rio e o ga´s inerte estara´ diminu´ıda face ao valor
real. Neste contexto, a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o RIII , ou mesmo a redistribuic¸a˜o
completa de Voigt, sera˜o utilizadas como perfil de emissa˜o um menor nu´mero de
vezes do que seria correcto, provocando o aumento da eficieˆncia do aprisionamento
e a diminuic¸a˜o da taxa de decaimento do modo fundamental, face ao expecta´vel.
Um aspecto a salientar nestes resultados e´ o facto de, para a pressa˜o de a´rgon
de 133 Pa, na˜o existirem resultados experimentais para comparac¸a˜o. Os resultados
apresentados como experimentais, sa˜o na realidade fruto da simulac¸a˜o efectuada por
Post e colaboradores. No entanto, se experimentalmente se verificar o mesmo que
para as outras presso˜es de a´rgon, estes resultados tera˜o a tendeˆncia correcta e talvez
um pouco de afastamento relativamente aos resultados experimentais (menos que
para P=400 Pa), nos pontos de maior densidade de mercu´rio. Verifica-se que, em
termos de ordem relativa, estes resultados se encontram situados entre os de pressa˜o
67 Pa e 400 Pa, como era previsto.
O pro´ximo conjunto de resultados surge das Figs. 3 e 4 do artigo de Menningen e
Lawler [Menningen e Lawler 2000] e refere-se a uma ce´lula de R=10,5 mm, operando
a`s presso˜es de a´rgon de 400 e 4000 Pa. A comparac¸a˜o dos resultados experimentais
e simulacionais esta´ patente na Fig. 4.32.
A ce´lula com pressa˜o de a´rgon 400 Pa apresenta resultados dentro da mesma or-
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Figura 4.32 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de R=10,5
mm e com a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 5
da Tab. 4.7.
dem de grandeza dos experimentais e com uma tendeˆncia semelhante. No entanto,
e´ dif´ıcil de aferir com precisa˜o a concordaˆncia dos resultados, quando os valores
experimentais se encontram um pouco dispersos. Para uma mesma densidade de
mercu´rio existem mu´ltiplos pontos (no gra´fico so´ esta˜o representados os valores mı´-
nimos e ma´ximos para cada densidade, mas para va´rios destes pontos existem ainda
mais medic¸o˜es), o que torna os resultados difusos.
Para a ce´lula com pressa˜o de a´rgon superior, pode afirmar-se que a tendeˆncia des-
cendente esta´ presente, com excepc¸a˜o dos u´ltimos dois pontos. Na simulac¸a˜o ocorre
a existeˆncia de um mı´nimo, como para o caso das ce´lulas sem a´rgon, enquanto que,
para os pontos experimentais, este mı´nimo na˜o se manifesta. Em relac¸a˜o a`s dife-
renc¸as nume´ricas entre resultados experimentais e simulacionais, estas sa˜o menores
do que aparentam. A maior diferenc¸a prende-se com o primeiro ponto experimental
e traduz-se num valor cerca de 62% inferior a esse. A` medida que a densidade de
mercu´rio aumenta, a diferenc¸a relativa entre os dois conjuntos de valores diminui.
O u´ltimo conjunto de dados a ser alvo de estudo simulacional refere-se a resul-
tados patentes nas Figs. 6 e 7, do artigo de Post e colaboradores [Post et al 1986].
Relativamente aos resultados da Fig. 6, a ce´lula em questa˜o apresenta um raio de
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7,4 mm e as presso˜es de a´rgon de 133 e 400 Pa. Estes pontos experimentais, aliados
com os do conjunto 3, em que o raio da ce´lula e´ o mesmo e esta opera sem ga´s inerte
presente, pretendem concluir sobre o efeito do aumento da pressa˜o desse ga´s no apri-
sionamento da radiac¸a˜o, mantendo o opacidade da ce´lula constante. Os resultados
presentes na Fig. 7 do artigo pretendem demonstrar o efeito do tamanho da ce´lula
no aprisionamento, em situac¸o˜es onde existe ga´s inerte, pelo que a pressa˜o deste
e´ mantida constante e o raio da ce´lula e´ variado. Os resultados sa˜o apresentados
em dois gra´ficos separados, de modo a evidenciar as concluso˜es pass´ıveis de serem
tiradas em cada um dos estudos.
A Fig. 4.33 refere-se a alguns dados do conjunto 6 da Tab. 4.7.
Figura 4.33 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de R=7,4
mm e com a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto 6,
a) e c) da Tab. 4.7.
Da ana´lise da figura verifica-se que a concordaˆncia entre os pontos experimentais
e simulacionais e´ bastante boa. Os pontos encontram-se praticamente sobrepostos,
com excepc¸a˜o daqueles mais pro´ximos do mı´nimo, que esta˜o ligeiramente afastados.
Pode tambe´m verificar-se que o mı´nimo de βfund manifesta-se cada vez menos in-
tensamente, sugerindo o seu desaparecimento para presso˜es de a´rgon mais elevadas.
Com o intuito de verificar a variac¸a˜o dos valores da taxa de decaimento efectiva
devido ao aumento da pressa˜o de ga´s inerte, os resultados da Fig. 4.34 sa˜o sobrepos-
tos no mesmo gra´fico e sa˜o-lhe acrescentado os resultados referentes a` mesma ce´lula
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de R=7,4 mm, mas sem a´rgon (apresentados previamente na Fig. 4.26).
Figura 4.34 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de R=7,4
mm, com e sem a´rgon (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es). Conjunto
3 e conjunto 6, a) e c).
A ana´lise deste gra´fico revela de imediato o facto supramencionado que, com
o aumento da pressa˜o de a´rgon, a tendeˆncia da taxa de decaimento passa a ser
apenas descendente, sem evidenciar claramente a ocorreˆncia de um mı´nimo, seguido
de uma tendeˆncia ligeiramente ascendente. Na ce´lula sem a´rgon, o mı´nimo e´ claro
e inequ´ıvoco, enquanto que na ce´lula com a maior quantidade de a´rgon, torna-se
muito esbatido.
A taxa de decaimento efectiva, correspondente ao modo fundamental, aumenta
quando se aumenta a pressa˜o de a´rgon. O aprisionamento torna-se menos eficiente,
devido a` existeˆncia desse ga´s inerte. Este facto justifica-se com base em dois facto-
res, um deles claramente relevante. Por um lado a diminuic¸a˜o de φ0 e por outro o
aumento do paraˆmetro de Voigt. O aumento da pressa˜o de a´rgon causa a diminuic¸a˜o
de φ0, o que vai provocar uma diminuic¸a˜o do tempo me´dio de aprisionamento, re-
sultando assim num aumento da taxa de decaimento efectiva, tanto global como do
modo fundamental. Comparando o valor de φ0 para o caso de P=0 Pa e P=400 Pa,
verifica-se que ocorre uma diminuic¸a˜o de cerca de 0,0124%, tanto para os valores
de φ0 correspondente a` menor opacidade, quer para a maior. Apesar da diminuic¸a˜o
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ı´nfima neste paraˆmetro, o efeito e´ bem sentido em termos de aprisionamento. O
aumento do paraˆmetro de Voigt da ce´lula sem a´rgon adicionada para a com a´rgon
a 400 Pa e´ de cerca de 5,61% e 3,25%, para os valores de opacidade mı´nima e ma´-
xima, respectivamente. Esta diferenc¸a e´, no entanto, pouco significativa, pelo que
foi usado o mesmo paraˆmetro de Voigt para as ce´lulas com e sem a´rgon. Apesar
disto, os resultados experimentais podem traduzir o efeito do aumento do paraˆme-
tro de Voigt, que implica uma maior importaˆncia do factor colisional no interior da
ce´lula e, consequentemente, uma distribuic¸a˜o espectral em que as asas teˆm maior
importaˆncia. Uma vez que a probabilidade de escape aumenta quando os foto˜es
apresentam frequeˆncias que se deslocam do centro de linha para as asas da distri-
buic¸a˜o, o aumento do paraˆmetro de Voigt vai implicar um maior escape da ce´lula e,
consequentemente, uma maior taxa de decaimento efectiva. Contudo, em termos de
resultados das simulac¸o˜es, estes na˜o podem ter sofrido este efeito, uma vez que aV
era o mesmo para as treˆs situac¸o˜es. Consequentemente, pode concluir-se que, entre
o efeito da diminuic¸a˜o de φ0 e o aumento do paraˆmetro de Voigt, o predominante
sera´ o primeiro.
Os resultados que comparam a taxa de decaimento efectiva para ce´lulas de dife-
rentes dimenso˜es, na presenc¸a de ga´s inerte a` mesma pressa˜o de 400 Pa, sa˜o apre-
sentados na Fig. 4.35.
Como se pode verificar da ana´lise dos gra´ficos, a concordaˆncia entre os resulta-
dos simulacionais e experimentais e´ bastante boa. Como ja´ referido anteriormente,
na regia˜o mais pro´xima do mı´nimo, os resultados afastam-se um pouco, sendo no
entanto uma diferenc¸a muito pouco significativa. Para se observar melhor o efeito
da variac¸a˜o do raio da ce´lula, os resultados para as quatro ce´lulas sa˜o condensados
num so´ gra´fico.
Como se observa na Fig. 4.36, onde esta˜o apresentados apenas os resultados das
simulac¸o˜es, o efeito do aumento das dimenso˜es da ce´lula, nomeadamente o raio,
traduz-se num aprisionamento mais eficaz, como ja´ foi verificado para as ce´lulas sem
a´rgon. A adic¸a˜o deste ga´s influencia o valor nume´rico da taxa de decaimento efectiva,
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Figura 4.35 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de raio
varia´vel e com P(Ar)=400 Pa (quadrados – pontos experimentais; estrelas – simulac¸o˜es).
Conjunto 6 (excepto a)) da Tab. 4.7.
tornando-a maior, mas na˜o altera os feno´menos ja´ evidenciados, manifestando-se as
mesmas tendeˆncias que para as ce´lulas sem ga´s inerte.
Nos artigos supramencionados de Post sa˜o apresentados, em comparac¸a˜o com
pontos experimentais, resultados teo´ricos provenientes de um conjunto de equac¸o˜es
deduzidas e explicitadas no primeiro artigo da se´rie [Post 1986]. Post deriva uma
expressa˜o anal´ıtica para a βfund, de uma linha com redistribuic¸a˜o parcial em fre-
queˆncias e estrutura isoto´pica e hiperfina, como se mostra na equac¸a˜o seguinte:
βfund = Γr
∫ +∞
−∞
∑
i(1− Pci)diΦDi(x) +
∑
i PcidiΦVi(x)
1−∑i ai(x)(rxi/rx)(1− Pci)g(rx, x) η(rx, x)dx. (4.35)
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Figura 4.36 : Taxa de decaimento radiativo do modo fundamental, para ce´lulas de raio
varia´vel e com P(Ar)=400 Pa (unicamente simulac¸o˜es). A seta indica raio crescente.
Conjunto 6 (excepto a)) da Tab. 4.7.
O ı´ndice i refere-se ao componente i da estrutura isoto´pica e hiperfina, di refere-se
a` abundaˆncia natural do componente i, rx refere-se a` opacidade da ce´lula a` frequeˆn-
cia x, g(rx, x) e´ a probabilidade de reabsorc¸a˜o da radiac¸a˜o de frequeˆncia x, apo´s
percorrer uma opacidade rx. η(rx, x) = 1− g(rx, x) e´ a probabilidade de escape, nas
mesmas condic¸o˜es descritas anteriormente. O termo Pc refere-se a` probabilidade de
ocorrerem coliso˜es ela´sticas envolvendo as espe´cies excitadas, que descorrelacionem
as fases de vibrac¸a˜o da radiac¸a˜o absorvida e reemitida.
A redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias e´ tida em considerac¸a˜o por Post como
sendo resultado do uso, ponderado pela probabilidade de haver coliso˜es ela´sticas, das
func¸o˜es RII e RIII : R(x
′, x) = (1 − Pc)RII(x′, x) + PcRIII(x′, x). No entanto, Post
faz uma aproximac¸a˜o a esta func¸a˜o ponderada e considera que a coereˆncia completa
no referencial do a´tomo em repouso, mantida quando a frequeˆncia de absorc¸a˜o e´
muito pro´xima do centro de linha, e´ assegurada pelo perfil espectral de Doppler e
havendo coliso˜es ela´sticas, a redistribuic¸a˜o completa nesse mesmo referencial traduz-
se tambe´m em redistribuic¸a˜o completa no referencial do laborato´rio. Assim, as
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func¸o˜es RII e RIII sa˜o aproximadas por:
RII(x
′, x) ' ΦV (x′) ([1− a(x′)]ΦD(x) + a(x′)δ(x′ − x))
RIII(x
′, x) ' ΦV (x′)ΦV (x). (4.36)
O paraˆmetro a(x′) = 1−ΦD(x′)/ΦV (x′) aproxima-se de zero quando a frequeˆncia
do fota˜o absorvido e´ muito pro´xima do centro de linha e de um quando a frequeˆncia
se encontra nas asas afastadas da distribuic¸a˜o. Na func¸a˜o R(x′, x), RII e RIII sa˜o
substitu´ıdas pelas aproximac¸o˜es da equac¸a˜o anterior.
Esta aproximac¸a˜o, como ja´ referido, na˜o e´ utilizada neste trabalho. Aqui, a
expressa˜o R(x′, x) com RII e RIII , de acordo com as suas definic¸o˜es, e´ utilizada
directamente. Trata-se, com certeza, de um modo mais eficiente de contabilizar o
efeito da redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias, uma vez que na˜o implica nenhuma
aproximac¸a˜o extra, ale´m das consideradas para a definic¸a˜o das pro´prias func¸o˜es de
redistribuic¸a˜o.
Com a abordagem acima descrita, Post consegue uma boa concordaˆncia entre
os valores teo´ricos e experimentais, embora com algum desvio sistema´tico. Assim,
para as ce´lulas sem a´rgon, o mı´nimo de βfund surge sempre um pouco deslocado para
menores valores de densidade de mercu´rio. Ale´m disto, βfund calculado esta´ quase
sempre subestimado. Apenas para valores de N(Hg) mais reduzidos essa grandeza
surge sobrestimada, relativamente aos valores experimentais. Na realidade, a incli-
nac¸a˜o da curva que representa a soluc¸a˜o a` Eq. 4.35, para densidades de mercu´rio
abaixo da do mı´nimo de βfund, e´ superior a` tendeˆncia demonstrada pelos pontos
experimentais, pelo que os valores teo´ricos passam de menores que os experimen-
tais para mais elevados que estes, a` medida que a densidade de mercu´rio diminui.
Apesar da tendeˆncia estar presente, assim como a gama de valores teo´ricos previstos
coincidir com a de valores experimentais, a diferenc¸a entre o resultado da fo´rmula
anal´ıtica de Post e os seus resultados experimentais ascende ate´ aos 90,6%, para os
pontos correspondentes a`s menores densidades de mercu´rio utilizadas.
Os resultados simulacionais relativos aos artigos de Post e colaboradores apre-
sentados neste trabalho diferem bastante menos dos experimentais que os propostos
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por Post. O erro relativo mais acentuado que se verifica e´ cerca de 10%, enquanto
que o menor e´ cerca de 2%. As diferenc¸as maiores sa˜o relativas aos pontos limite de
densidades de mercu´rio e sa˜o, mesmo assim, reduzidas.
O outro artigo do qual sa˜o tambe´m retirados resultados experimentais para com-
parac¸a˜o [Menningen e Lawler 2000] apresenta, adicionalmente, resultados de simu-
lac¸o˜es de Monte Carlo, a mimetizar o processo de aprisionamento. Essas simulac¸o˜es
apresentam pontos comuns e divergentes, comparativamente com as efectuadas neste
trabalho, que de seguida se evidenciam. Os autores assumem a existeˆncia de PFR
nesta linha do mercu´rio e teˆm-na em considerac¸a˜o do mesmo modo que Post: i)
considerando que quando uma espe´cie excitada na˜o sofre coliso˜es, existe coereˆncia
completa no referencial do a´tomo em repouso, que se manifesta num alargamento
de Doppler no laborato´rio; ii) quando a espe´cie excitada sofre coliso˜es ela´sticas, a
frequeˆncia de reemissa˜o sera´ totalmente redistribu´ıda ao longo do perfil de Voigt.
Mais uma vez, o recurso a`s func¸o˜es de redistribuic¸a˜o e´ evitado, provavelmente devido
a` sua complexidade e morosidade de ca´lculo.
A estrutura isoto´pica e hiperfina e´ tambe´m considerada, assim como a possibi-
lidade de transfereˆncia radiativa de um componente para outro. Esta e´ assumida
proporcional a` sobreposic¸a˜o do perfil de Voigt de cada componente individual com
o do componente que absorveu a radiac¸a˜o. As probabilidades de, entre um evento
de absorc¸a˜o e reemissa˜o, na˜o ocorrerem coliso˜es, ocorrer pelo menos uma colisa˜o
ela´stica ressonante ou de ocorrer pelo menos uma colisa˜o ela´stica com ga´s inerte,
sa˜o dadas pelas equac¸o˜es apresentadas na secc¸a˜o 4.6.1 (Eqs. 4.31, 4.32 e 4.33).
Os resultados simulacionais sa˜o comparados com os valores experimentais obti-
dos e demonstram uma boa concordaˆncia, apesar destes u´ltimos serem um pouco
dispersos. Para alguns pontos experimentais, o erro relativo e´ de cerca de 53%.
Poss´ıveis fontes de erro
As simulac¸o˜es efectuadas sa˜o relativamente sens´ıveis a diversos paraˆmetros a elas
necessa´rios. Alguns destes paraˆmetros sa˜o obtidos por processos em que o erro a
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eles associado e´ muito grande e, para outros, este nem e´ quantifica´vel. Torna-se
portanto muito importante discutir estas poss´ıveis fontes de erro e o modo como
podem influir nos resultados das simulac¸o˜es.
No entanto, tambe´m os resultados experimentais veˆm afectados de erros. Va´rios
deles, subsequentes ao processo experimental propriamente dito e outros ainda a
assunc¸o˜es feitas ou obtenc¸a˜o indirecta de grandezas ditas experimentais. Estas fontes
de erro, sera˜o tambe´m discutidas nos pro´ximos para´grafos.
O tempo me´dio de aprisionamento no modo fundamental e´ particularmente sens´ı-
vel ao rendimento intr´ınseco de emissa˜o, φ0, e a` probabilidade de reabsorc¸a˜o do modo
fundamental, invariante, αS. Ora, o primeiro paraˆmetro mede a probabilidade de
uma espe´cie excitada decair radiativamente e na˜o ser colisionalmente extinta. Logo,
depende do tempo me´dio de vida intr´ınseco da espe´cie excitada, dos coeficientes
de extinc¸a˜o colisional e das densidades nume´ricas das espe´cies ressonante e de ga´s
inerte. Destes factores, o que se pode considerar menos afecto a erro e´ o tempo
de vida intr´ınseco do estado excitado, uma vez que deste existem bastante me-
dic¸o˜es. Mesmo assim, para o estado 61P1 do mercu´rio ha´ oscilac¸o˜es nos valores
medidos, desde 1, 31 ± 0, 08 ns ate´ 1, 48 ± 0, 09 ns (as refereˆncias aos trabalhos
onde estes valores foram obtidos encontram-se no trabalho de Menningen e Lawler
[Menningen e Lawler 2000]). Este paraˆmetro surge no ca´lculo de φ0 e tambe´m no
valor de βfund.
O rendimento intr´ınseco de emissa˜o depende tambe´m dos coeficientes de extinc¸a˜o
colisional, quer entre a´tomos de mercu´rio, quer entre a´tomos de mercu´rio e de a´r-
gon (ou outro ga´s inerte utilizado). Estes valores, como exposto anteriormente, sa˜o
obtidos atrave´s da comparac¸a˜o de simulac¸o˜es com resultados experimentais, com o
intuito de as adaptar o melhor poss´ıvel aos pontos experimentais, variando estes
coeficientes ate´ que isto seja atingido. Assim, estes coeficientes na˜o sa˜o obtidos ex-
perimentalmente, nem teoricamente, mas pelo facto de serem os que produzem os
resultados simulacionais mais pro´ximos dos experimentais. Ora, este me´todo esta´,
ele pro´prio, sujeito a muitas e variadas fontes de erro, pelo que e´ de esperar que os
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coeficientes tambe´m o estejam. Assim, o pro´prio erro com que esses coeficientes veˆm
descritos pode, muitas vezes, estar subestimado. Uma alterac¸a˜o nestes coeficientes
provoca mudanc¸as no valor de φ0, o que vai alterar o peso relativo das desexci-
tac¸o˜es por decaimento radiativo e por extinc¸a˜o colisional. Obviamente que isto se
manifesta claramente nos paraˆmetros do aprisionamento, como o tempo me´dio de
aprisionamento e a probabilidade de reabsorc¸a˜o. Os valores de φ0 nas experieˆncias
mimetizadas nesta secc¸a˜o sa˜o muito elevados. Na simulac¸a˜o com maior pressa˜o de
a´rgon adicionado, em que φ0 tera´ o menor valor, este varia entre 0,9987 e 0,9961;
para as ce´lulas sem a´rgon, o rendimento intr´ınseco de emissa˜o varia entre 0,999998
e 0,999359 (os menores valores correspondem a`s ce´lulas com maior densidade de
mercu´rio). Como se pode observar na Fig. 4.6, onde se compara o tempo de vida
de aprisionamento para ce´lulas unidimensionais, quando φ0 toma diversos valores,
o aumento deste paraˆmetro de 98% para 100% provoca um aumento muito subs-
tancial do tempo me´dio de aprisionamento. Assim, uma pequena diminuic¸a˜o de φ0
nas simulac¸o˜es aqui apresentadas revela-se num aumento significativo da taxa de
decaimento efectiva do modo fundamental. No entanto, este aumento na˜o se mani-
festa para todas as opacidades. Na realidade, os pontos com menores densidades de
mercu´rio na˜o manifestam visivelmente qualquer alterac¸a˜o. Apenas os pontos com
densidade de mercu´rio superiores evidenciam este efeito. Logo, uma diminuic¸a˜o de
0,05% no valor de φ0 provoca, para os pontos de maior densidade de mercu´rio, um
aumento para o dobro de βfund, enquanto que para as densidades mais baixas na˜o
se manifestam alterac¸o˜es significativas.
O efeito descrito torna-se tanto mais evidente quanto menor a taxa de extinc¸a˜o
colisional. A diferenc¸a de 0,05% numa se´rie de valores de φ0 menos elevados, ou
seja, em que para todas as densidades de mercu´rio, φ0 apresenta menores valores,
na˜o implicaria alterac¸o˜es ta˜o marcadas no feno´meno de aprisionamento. No entanto,
quanto mais pro´ximo da total desactivac¸a˜o radiativa, mais sensibilidade se manifesta.
Deste modo, torna-se de crucial importaˆncia ter a maior confianc¸a poss´ıvel nos dados
utilizados, dado a sensibilidade da simulac¸a˜o a φ0 ser significativa.
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O outro factor, relativamente ao qual o tempo me´dio de aprisionamento do modo
fundamental e´ muito sens´ıvel, e´ a probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o do modo in-
variante. Uma vez que o me´todo computacional utilizado para levar a cabo as
simulac¸o˜es foi o de Monte Carlo, a gerac¸a˜o a partir da qual se atinge o modo in-
variante e´ assumida no in´ıcio da simulac¸a˜o e, consequentemente, ha´ sempre alguma
flutuac¸a˜o nos valores de αn para as u´ltimas gerac¸o˜es simuladas. Assim, de um ge-
rac¸a˜o para a seguinte este valor pode apresentar flutuac¸o˜es relativas na ordem das
mile´simas. De notar que, no caso do me´todo das cadeias de Markov, a precisa˜o
relativa e´ escolhida e tem o valor de uma milione´sima parte de αS. Para diminuir
o impacto dessa flutuac¸a˜o existente no me´todo de Monte Carlo, utilizou-se como
probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o do modo fundamental o valor me´dio desta gran-
deza para as u´ltimas dez gerac¸o˜es simuladas (gerac¸a˜o 241 a` 250). Um exemplo deste
procedimento, para uma ce´lula de R=5,2 mm, P(Ar)=400 Pa, com a densidade de
mercu´rio de 2, 464× 1021 m−3 (Conjunto 6, b)) e´ apresentado na tabela 4.8.
αmin αmax δmax < αS >
0,99939548476 0,99946264211 3, 80956× 10−5 0,99943358038
Tabela 4.8 : Probabilidade me´dia de reabsorc¸a˜o das u´ltimas dez gerac¸o˜es.
O paraˆmetro δmax corresponde ao valor do maior desvio em relac¸a˜o ao valor me´-
dio. Com este procedimento, a flutuac¸a˜o estat´ıstica e´ diminu´ıda em grande parte
e o resultado obtido apresenta uma margem de erro substancialmente menor. Este
expediente diminui bastante a variabilidade que τS sofria devido a` flutuac¸a˜o de αS
e permite obter resultados bastante precisos.
Os processos simulacionais levados a cabo neste trabalho na˜o levaram em conta
a cine´tica subjacente a` considerac¸a˜o do vapor ato´mico como um plasma. Neste
caso, teria de ser feito um acoplamento da migrac¸a˜o foto´nica a` cine´tica global do
plasma e considerar todos os processos que nele ocorrem e podem ter influeˆncia
no transporte radiativo. Rauf e Kushner, em 1999, chegaram a` conclusa˜o que,
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para descrever correctamente o aprisionamento em PDP’s, na˜o seria necessa´rio aco-
plar a descric¸a˜o hidrodinaˆmica do plasma ao modelo de transporte da radiac¸a˜o,
uma vez que, sob as condic¸o˜es de interesse de funcionamento destes paine´is, as
radiac¸o˜es ultravioleta e vis´ıvel na˜o teˆm um efeito noto´rio na electrodinaˆmica das
ce´lulas dos PDP’s [Rauf e Kushner 1999a]. O mesmo modelo sem acoplamento da
cine´tica do plasma foi usado em artigos subsequentes, sempre com resultados satis-
fato´rios [Rauf e Kushner 1999b, van der Straaten e Kushner 2000]. No entanto, na
continuac¸a˜o do seu trabalho, Kushner preveˆ que em sistemas mais dinaˆmicos que os
plasmas de Hg e Ar, nas condic¸o˜es t´ıpicas de funcionamento das laˆmpadas fluores-
centes de alta pressa˜o, e de Xe e Ne, nas condic¸o˜es de funcionamento dos PDP’s,
pode ser necessa´rio utilizar tambe´m um modelo de plasma que contabilize a evoluc¸a˜o
da densidade dos gases constituintes do plasma, temperatura e outros paraˆmetros do
plasma [Rajaraman e Kushner 2004]. Em particular, os autores apontam plasmas
em que a densidade das espe´cies absorventes e emissoras na˜o e´ uniforme ao longo da
ce´lula, sendo mesmo muito dependente da sua geometria, nomeadamente devido a`
sua complexidade, como situac¸o˜es nas quais o acoplamento das equac¸o˜es de trans-
porte radiativo com a cine´tica global do plasma tera´ de ser efectuado, sob pena de
resultados bastante insatisfato´rios. Verificaram que os modelos do aprisionamento e
da hidrodinaˆmica do plasma acoplados, aplicados a laˆmpadas comerciais de descarga
sem ele´ctrodos, resultavam em variac¸o˜es espaciais das densidade e temperatura das
espe´cies absorventes e radiativas significativas, o que, em casos espec´ıficos, provo-
cava efeitos mensura´veis no aprisionamento da radiac¸a˜o. Como exemplo, os autores
indicam que o tempo de aprisionamento efectivo da radiac¸a˜o correspondente a` linha
de 254 nm num plasma de Hg/Ar (obtido numa ce´lula com geometria complexa e
densidade de espe´cies absorventes e emissoras na˜o homoge´nea e medido relativa-
mente ao tempo de vida intr´ınseco), sem o acoplamento referido seria cerca de 15,
enquanto que com os dois modelos acoplados estes tempo desce para aproximada-
mente 9 [Rajaraman e Kushner 2004].
Nas condic¸o˜es deste trabalho, em que as densidades das espe´cies absorventes e
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emissoras sa˜o consideradas homoge´neas ao longo da ce´lula, uma vez que a tempera-
tura o e´, conclui-se enta˜o na˜o ser necessa´rio proceder a` considerac¸a˜o das proprieda-
des cine´ticas do plasma para correctamente descrever o feno´meno do aprisionamento,
dentro das limitac¸o˜es impostas pelas aproximac¸o˜es utilizadas.
Para um alargamento da gama de condic¸o˜es de aplicabilidade, seria com certeza
necessa´rio proceder a esse acoplamento, para um estudo mais preciso e fia´vel do
aprisionamento radiativo.
Os resultados apresentados e discutidos nesta secc¸a˜o evidenciam claramente a
necessidade de considerar a redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias no aprisionamento
foto´nico da linha de 185 nm do mercu´rio. Com esta considerac¸a˜o, os resultados
das simulac¸o˜es revelam uma concordaˆncia extremamente boa com os experimentais,
enquanto que se se considerar que a redistribuic¸a˜o e´ completa, aquando de um
evento de absorc¸a˜o e posterior reemissa˜o, na˜o se obteˆm resultados concordantes com
a experimentac¸a˜o. E´, por isso, fundamental para uma boa descric¸a˜o do feno´meno
de aprisionamento nesta linha do mercu´rio, a utilizac¸a˜o do perfil de emissa˜o de PFR
adequado e da correcta forma de selecc¸a˜o do mecanismo de reemissa˜o.
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Cap´ıtulo 5
Aprisionamento radiativo
superdifusivo
O presente cap´ıtulo e´ iniciado com uma contextualizac¸a˜o e descric¸a˜o do feno´meno
de difusa˜o ano´mala, onde se incluem os desvios a` difusa˜o cla´ssica ou Browniana
apelidados de sub e superdifusa˜o. Nesta u´ltima incluem-se os voos de Le´vy, cujo
formalismo e´ utilizado no contexto do aprisionamento radiativo.
O aprisionamento dos foto˜es num meio gasoso ato´mico foi ja´ provado ser um
feno´meno da classe dos voos de Le´vy. Sa˜o apontadas as causas f´ısicas que o jus-
tificam. De seguida, e´ definida uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades, tanto
para situac¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias, como para redistribuic¸a˜o
apenas parcial. E´ evidenciado o cara´cter superdifusivo do aprisionamento radiativo,
atrave´s do comportamento assimpto´tico de va´rias grandezas, nomeadamente a PDF
da distribuic¸a˜o do tamanho de saltos, a distribuic¸a˜o de opacidades e os espectros de
absorc¸a˜o e emissa˜o dos meios ato´micos considerados.
As duas u´ltimas partes do cap´ıtulo mostram resultados das func¸o˜es de distri-
buic¸a˜o de opacidades, para as condic¸o˜es de CFR e PFR. Estes resultados sa˜o discu-
tidos e e´ feita uma reflexa˜o cr´ıtica sobre o seu significado, nomeadamente a n´ıvel do
regime difusivo que manifestam.
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5.1 Difusa˜o ano´mala
A difusa˜o de part´ıculas e´ um assunto amplamente estudado, desde o se´culo XVIII.
Uma pequena resenha histo´rica, a seguir sumariada, pode ser encontrada nos tra-
balhos de Hughes [Hughes 1995] e de Metzler e Klafter [Metzler e Klafter 2000]. O
trabalho de Mazo apresenta tambe´m uma revisa˜o histo´ria bastante detalhada e com-
pleta [Mazo 2002]. Estas refereˆncias sera˜o omitidas nos para´grafos seguintes para
evitar a sua repetic¸a˜o.
Em 1785, o f´ısico holandeˆs Jan Ingenhousz observou e registou o movimento
de pequenas part´ıculas de po´ de carva˜o na superf´ıcie de a´lcool em repouso num
recipiente. Mais tarde, em 1827, Robert Brown, botaˆnico e me´dico escoceˆs, observou
tambe´m um movimento irregular de pequenos constituintes dos gra˜os de po´len sob
o microsco´pio e estudou esse movimento. Pela mesma altura (1822), Joseph Fourier
deduziu a equac¸a˜o de conduc¸a˜o do calor, na qual Adolf Fick se baseou para formular
a equac¸a˜o de difusa˜o em 1855.
Em 1905, seu annus mirabilis, Albert Einstein avanc¸ou com uma explicac¸a˜o
para o feno´meno dos movimentos estoca´sticos das part´ıculas em flu´ıdos; Einstein
afirmou na˜o ter acesso aos escritos originais de Brown, nos quais o movimento das
part´ıculas era descrito, mas acreditava tratar-se do mesmo feno´meno, pelo que o
apelidou de movimento Browniano. O trabalho de Einstein unificou numa so´ teoria
as explicac¸o˜es avanc¸adas pela teoria cine´tica e pelo modelo estoca´stico de coliso˜es
moleculares (este modelo foi desenvolvido por von Na¨geli e John William Strutt).
Com base na teoria de Einstein sobre o movimento Browniano, Jean Baptiste
Perrin, A. Westgren e Eugen Kappler mediram, independentemente, com uma pre-
cisa˜o muito elevada, o nu´mero de Avogadro. Este trabalho de Perrin valeu-lhe o
Pre´mio Nobel da F´ısica, em 1926.
Na sua tese de 1900, o matema´tico franceˆs Louis Bachelier apresentou uma des-
cric¸a˜o, similar a` de Einstein, do processo de difusa˜o, mas utilizou como grande-
zas de estudo os valores das cotac¸o˜es de empresas na bolsa de valores, em vez de
grandezas f´ısicas, pelo que o seu trabalho na˜o foi devidamente reconhecido pela
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comunidade das cieˆncias f´ısicas e naturais. Este trabalho foi completamente pio-
neiro e percursor da aplicac¸a˜o de modelos estoca´sticos aos mercados financeiros
(e.g. [Bouchaud e Potters 2000]).
Figura 5.1 : Representac¸a˜o esquema´tica do movimento aleato´rio de uma part´ıcula de um
flu´ıdo.
O movimento Browniano ou difusa˜o cla´ssica ou normal e´ um movimento estoca´s-
tico caracterizado por uma sucessa˜o de passos cujo comprimento e´ uma varia´vel
aleato´ria independente do dos outros saltos, com a distribuic¸a˜o p(∆x). Conside-
rando o movimento de uma part´ıcula a uma u´nica dimensa˜o, a sua posic¸a˜o apo´s N
saltos, ou seja, no instante t, corresponde a` soma dos seus N deslocamentos indivi-
duais e independentes [Bouchaud e Georges 1990]:
XN =
N∑
n=1
∆xn. (5.1)
Se os primeiro e o segundo momentos da distribuic¸a˜o p(∆x) forem finitos, o valor
me´dio e a variaˆncia da posic¸a˜o dependem linearmente do tempo
〈XN〉 = vt e σ2 = 〈X2N〉 − 〈XN〉2 = 2Dt, (5.2)
onde a velocidade e a constante de difusa˜o, D, sa˜o dadas por:
v = 〈∆x〉/τ e D = 1
2τ
[〈∆x2〉 − 〈∆x〉2] . (5.3)
τ corresponde ao tempo me´dio atribu´ıdo a cada salto entre duas posic¸o˜es suces-
sivas. Assim, o instante t a que se refere a posic¸a˜o RN e´ t = Nτ .
A densidade de probabilidade de uma part´ıcula se encontrar numa posic¸a˜o gene´-
rica r, num instante t representa-se por W (r, t) e a sua equac¸a˜o de difusa˜o e´:
∂W (r, t)
∂t
= D∇2W (r, t). (5.4)
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No limite assimpto´tico de um nu´mero suficientemente elevado de passos, ou seja,
um tempo suficientemente longo, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o anterior, assumindo a con-
dic¸a˜o inicial W (r, 0) = δ(r), resulta da multiplicac¸a˜o das soluc¸o˜es das equac¸o˜es de
difusa˜o para cada uma das dimenso˜es consideradas [Crank 1975] e tem uma forma
Gaussiana:
W (r, t) =
1
(4piDt)d/2
exp
(
− r
2
4Dt
)
, (5.5)
em que d representa o nu´mero de dimenso˜es a que o movimento ocorre. Para um
movimento tridimensional vem:
W (r, t) =
1
(4piDt)3/2
exp
(
− r
2
4Dt
)
. (5.6)
O movimento Browniano e´ observado em va´rios tipos de sistemas, como o trans-
porte molecular em l´ıquidos, o transporte de electro˜es em fases condensadas, difusa˜o
ato´mica e molecular em superf´ıcies e o movimento de micro-organismos [Klafter e
Zumofen 1994].
Em sistemas muito complexos do ponto de vista f´ısico surgem frequentemente
desvios a` estat´ıstica Gaussiana e a dependeˆncia do segundo momento da distribuic¸a˜o
de tamanho de saltos com o tempo deixa de ser linear, ou seja, a relac¸a˜o 〈r2(t)〉=
2dDt ⇔ 〈r2(t)〉=6Dt (d = 3 para movimentos tridimensionais) deixa de ser va´lida
[Metzler e Klafter 2004]. O valor me´dio do quadrado da posic¸a˜o passa a assumir a
seguinte forma emp´ırica [Klafter e Zumofen 1994]:
〈r2(t)〉 ∝ tγ, (5.7)
sendo γ diferente de 1. Nestas circunstaˆncias, a difusa˜o e´ apelidada de ano´mala.
A descric¸a˜o estat´ıstica e fenomenolo´gica da difusa˜o ano´mala pode ser feita utili-
zando o modelo de percursos aleato´rios com distribuic¸o˜es cont´ınuas no tempo, com
o acro´nimo CTRW, do termo anglo-saxo´nico continuous time random walks, modelo
primeiramente introduzido por Montroll e Weiss, em 1965 [Montroll e Weiss 1965].
Antes de prosseguir na aplicac¸a˜o do CTRW para descric¸a˜o da difusa˜o ano´mala e´
conveniente fazer uma pequena contextualizac¸a˜o teo´rica das func¸o˜es necessa´rias ao
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seu desenvolvimento.
As leis esta´veis sa˜o caracterizadas por terem func¸o˜es densidade de probabilidade
para as quais a combinac¸a˜o linear de varia´veis com essa distribuic¸a˜o, resulta noutra
varia´vel com a mesma distribuic¸a˜o, ou seja, c1X1 + c2X2 = cX, sendo c1, c2 e c
constantes reais e X1, X2 e X as varia´veis aleato´rias independentes com a mesma
distribuic¸a˜o Lµ(x) (o significado do s´ımbolo µ sera´ descrito abaixo). Este conceito
foi introduzido por Paul Le´vy, em 1937. Actualmente, o conceito de lei esta´vel e´
mais lato, visto estender-se a` situac¸a˜o em que c1X1+ c2X2 = b+ cX [Hughes 1995],
sendo tambe´m b uma constante real. A func¸a˜o densidade de probabilidade mais
gene´rica que obedece a esta condic¸a˜o apresenta a seguinte transformada de Fourier
(definida no sentido menos comum do ponto de vista dos f´ısicos como L˜µ(k) =∫ +∞
−∞ Lµ(x)e
ikxdx – habitualmente, no contexto f´ısico o exponente ikx apresenta
sinal negativo) [Hughes 1995]:
L˜µ(k; c, β, δ) = exp (iδk − c|k|µ[1− iβω(k, µ)sgn(k)]) , (5.8)
onde µ, β, δ e c sa˜o constantes reais limitadas a`s seguintes gamas de valores: c ≥ 0,
0 < µ ≤ 2 e −1 ≤ β ≤ 1. A func¸a˜o ω(k, µ), para valores de µ 6= 1, e´ dada por
ω(k, µ) = tan(µpi/2) e por ω(k, µ) = −2/pilog|k| para µ = 1. A func¸a˜o sgn(k)
representa apenas o sinal do valor k, ou seja, e´ +1, se k > 0, -1, se k < 0 e 0 se
k = 0. De notar que, na notac¸a˜o usual de processos estoca´sticos, o expoente µ e´
representado por α. Neste trabalho, de modo a manter a notac¸a˜o utilizada em tra-
balhos anteriores [Pereira et al 2004, Alves-Pereira et al 2007a], utiliza-se o s´ımbolo
µ. O paraˆmetro c e´ um paraˆmetro de escala que fornece uma medida da largura
da distribuic¸a˜o, enquanto que β se refere a` simetria da distribuic¸a˜o e δ coincide
com o centro da distribuic¸a˜o. µ corresponde ao expoente ou ordem da distribuic¸a˜o.
Uma distribuic¸a˜o com β = 0 e´ perfeitamente sime´trica em torno do valor δ. Se o
paraˆmetro c for zero, a distribuic¸a˜o e´ infinitamente estreita e corresponde a` func¸a˜o
delta de Dirac δ(x − δ). O caso particular de β = 0 e µ = 2 corresponde a uma
distribuic¸a˜o Gaussiana, enquanto que, se µ = 1 e a distribuic¸a˜o for tambe´m sime´-
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trica, corresponde a` de Cauchy (do ponto de vista da f´ısica mais identificada como
Lorentz).
As distribuic¸o˜es esta´veis de Le´vy podem ser uni ou bilaterais. As func¸o˜es uni-
laterais (usualmente designadas no termo anglo-saxo´nico one-sided) sa˜o totalmente
assime´tricas (β = ±1) e desvanecem-se a meia linha. Isto significa que sa˜o nulas
para valores de x inferiores ou superiores a δ, conforme β seja igual a 1 ou a -1,
respectivamente. Ale´m disto, o expoente µ varia apenas entre 0 e 1. Os exemplos
f´ısicos mais importantes para este trabalho prendem-se com distribuic¸o˜es temporais
que so´ se encontram definidas para ∆t ≥ 0 (β = 1) ou de tamanhos de saltos,
onde ∆r ≥ 0. Para as distribuic¸o˜es unilaterais definidas em [0,+∞[ obedecerem ao
conceito de estabilidade de Le´vy, a sua transformada de Laplace tem de obedecer a`
seguinte relac¸a˜o [Hughes 1995, Bardou et al 2002]:
Lˆµ(u) = exp(−bµsµ), (5.9)
com bµ = Γ(1 − µ) [Bardou et al 2002]. Expandido a exponencial da expressa˜o da
transformada de Laplace Lˆµ(u) =
∫ +∞
0
Lµ(x)e
−uxdx e rearranjando-a, esta transfor-
mada resulta em:
Lˆµ(u) = 1− bµuµ +O(u2µ). (5.10)
O termo O(u2µ) representa os termos em u de ordem superior a 2µ resultante da
expansa˜o polinomial. Este e´ despreza´vel face aos primeiros termos da expansa˜o e
fornece a ordem de grandeza do erro associado a` aproximac¸a˜o da expansa˜o efectuada.
A transformada inversa de Lˆµ(u) retorna a func¸a˜o Lµ(x; c, β, δ), para x ≥ 0, e e´ nula
para x < 0, tendo sido esta a condic¸a˜o inicial [Hughes 1995].
Os resultados anteriores para a transformada de Laplace de uma func¸a˜o esta´vel
de Le´vy sa˜o va´lidos nas condic¸o˜es ja´ enunciadas de 0 < µ < 1 e β = ±1. Dado isto,
prova-se que a distribuic¸a˜o obtida fµ(x; c, β = 1, δ = 0) e´ unilateral [Hughes 1995].
Nestas condic¸o˜es, esta distribuic¸a˜o apresenta um valor me´dio e uma variaˆncia diver-
gentes.
A distribuic¸a˜o Lµ(x; c, 1, 0) tem um comportamento importante de destacar, para
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valores elevados de x. Verifica-se que:
Lµ(x) ∼
x→∞
bµsen (piµ)Γ(µ+ 1)
pi x1+µ
∝ 1
x1+µ
. (5.11)
Este comportamento assimpto´tico e´ verificado tambe´m quando a func¸a˜o densi-
dade de probabilidades e´ bilateral e sime´trica (β = 0), ou seja, quando x pertence
ao intervalo ] −∞,+∞[ e a distribuic¸a˜o depende de |x| e na˜o de x [Hughes 1995].
As func¸o˜es uni e bilaterais correspondentes sa˜o caracterizadas pelo mesmo valor do
expoente µ. Neste caso, a u´nica alterac¸a˜o necessa´ria e´ a de considerar que f(x)
tende assimptoticamente para |x|−(1+µ).
Na definic¸a˜o geral das leis esta´veis de Le´vy, geralmente levada a cabo para pas-
seios aleato´rios a uma dimensa˜o, estas sa˜o bilaterais (em ingleˆs o termo mais comum
e´“two-sided”) e o expoente µ tem apenas a limitac¸a˜o ja´ mencionada de estar compre-
endido no intervalo ]0,2[. Esta definic¸a˜o bilateral esta´ de acordo com as possibilidades
de movimento existentes, uma vez que a espe´cie difusora pode apenas deslocar-se
num dos dois sentidos poss´ıveis de uma determinada direcc¸a˜o. No caso de situac¸o˜es
tridimensionais, esta definic¸a˜o deixa de ser ta˜o u´til e passa a ser mais facilmente jus-
tifica´vel a utilizac¸a˜o de func¸o˜es unilaterais, onde a varia´vel corresponde a` diferenc¸a
entre os pontos inicial e final do movimento e onde 0 < µ < 1.
Em percursos aleato´rios as varia´veis principais sa˜o o espac¸o e o tempo. Como
ja´ referido, este u´ltimo apresenta uma distribuic¸a˜o unilateral, enquanto que o es-
pac¸o pode apresentar uma PDF bilateral, mas sime´trica em torno de γ = 0, ou
simplesmente, unilateral, mas expressa em func¸a˜o de distaˆncias percorridas e na˜o
de variac¸o˜es de posic¸a˜o (ou seja, ignorando o sentido do salto efectuado). A dis-
tribuic¸a˜o bilateral para a varia´vel espacial e´, como mencionado acima, usualmente
utilizada em situac¸o˜es de movimentos unidimensionais. Concomitantemente, para
tempos ou tamanho de saltos elevados o comportamento assimpto´tico da Eq. 5.11
e´, em algumas condic¸o˜es, observado.
Um processo de percurso aleato´rio com distribuic¸o˜es cont´ınuas de tempo con-
siste num evento resultante de dois eventos aleato´rios e estatisticamente indepen-
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dentes, nomeadamente o deslocamento espacial entre dois pontos consecutivos de
um caminho aleato´rio, e o tempo durante o qual se permanece em cada um desses
pontos [Metzler e Klafter 2000]. Para a discussa˜o seguinte, a coordenada espacial
e´ sempre considerada a apenas uma dimensa˜o [Hughes 1995]. Assim, se ∆r e ∆t
possu´ırem as func¸o˜es densidade de probabilidade p(∆r) e φ(∆t), respectivamente,
e forem estatisticamente independentes, a PDF combinada dos dois eventos sera´
f(∆r,∆t) = p(∆r) φ(∆t). As duas varia´veis em causa, posic¸a˜o e tempo, apo´s N
saltos sa˜o definidas por [Metzler e Klafter 2000]:
RN =
N∑
n=1
∆rn e TN =
N∑
n=1
∆tn. (5.12)
A func¸a˜o densidade de probabilidade para este processo, W (r, t), e´ expressa em
func¸a˜o da sua transformada de Fourier-Laplace. Esta e´ dada por:
W (k, u) =
1− φˆ(u)
u(1− φˆ(u)p˜(k)) , (5.13)
onde φˆ(u) e p˜(k) representam a transformada de Laplace de φ(∆t) e a transformada
de Fourier de p(∆r), respectivamente. Esta expressa˜o e´ va´lida no caso de as varia´veis
serem independentes, como acima assumido. A func¸a˜o densidade de probabilidade,
expressa em termos das varia´veis originais, resulta em:
W (r, t) =
1
2pi
1
2pii
∫ c+i∞
c−i∞
∫
eut−ikr W (k, u) dk du, (5.14)
onde c e´ uma constante. Esta densidade de probabilidade pode manifestar quatro
caracteres distintos, que dependem unicamente do comportamento assimpto´tico de
p(∆r) e φ(∆t). Pode considerar-se a situac¸a˜o em que p(∆r) apresenta uma variaˆncia
finita e φ(∆t) possui um valor expecta´vel. A segunda situac¸a˜o poss´ıvel ocorre quando
φ(∆t) apresenta um primeiro momento finito e p(∆r) e´ descrita por uma lei de
poteˆncia. O terceiro caso a considerar reporta-se a quando a distribuic¸a˜o espacial
apresenta uma variaˆncia finita e e´ a distribuic¸a˜o temporal a ser descrita por uma
lei de poteˆncia. A quarta e u´ltima situac¸a˜o refere-se ao caso em que ambas as
distribuic¸o˜es, espacial e temporal, sa˜o descritas por leis de poteˆncia. Estes quatro
casos distintos sera˜o explorados de seguida.
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A primeira situac¸a˜o consiste naquela em que o segundo momento e consequente-
mente a variaˆncia de p(∆r) existem e teˆm valor finito, assim como o valor expecta´vel
de φ(∆t). Nesta situac¸a˜o, as transformadas das PDF de ∆r e ∆t sa˜o dadas por:
p˜(k) = 1− σ2k2 +O(k4) (5.15)
φˆ(u) = 1− τu+O(u2).
Os termos O(k4) e O(u2) teˆm o significado acima explicitado e σ2 e τ sa˜o cons-
tantes.
Nestas condic¸o˜es, a densidade de probabilidade de a part´ıcula se encontrar na
posic¸a˜o r, no instante t, apresenta o comportamento assimpto´tico:
W (r, t) ∝ 1√
t
e−
r2
Dt . (5.16)
Ora, esta expressa˜o corresponde a` definida para o movimento Browniano. Logo,
verifica-se que, para escalas espac¸o-temporais grandes, o percurso aleato´rio com dis-
tribuic¸a˜o cont´ınua de tempo resulta na difusa˜o Browniana cla´ssica. Na realidade,
sempre que 〈∆r2〉 e 〈∆t〉 apresentam um valor finito, a difusa˜o e´ normal, ou seja,
apresenta um cara´cter Browniano [Hughes 1995]. Tambe´m se verifica que o escala-
mento temporal do valor me´dio do quadrado da posic¸a˜o ocupada pela part´ıcula e´
linear, ou seja, 〈r2(t)〉 ∝ t, confirmando tratar-se do caso de difusa˜o cla´ssica.
O segundo cara´cter manifestado pela PDF W (r, t) verifica-se quando existe um
valor expecta´vel para a distribuic¸a˜o temporal, ou seja, o seu primeiro momento existe
e a PDF de ∆r, p(∆r), apresenta uma forma de lei de poteˆncia: p(∆r) ∝ 1|∆r|1+µ ,
com 0 < µ < 2 [Metzler e Klafter 2000]. Esta lei de poteˆncia implica a existeˆncia de
alguns passos espaciais muito longos, o que significa uma difusa˜o mais ra´pida que a
normal. As transformadas p˜(k) e φˆ(u) sa˜o dadas por:
p˜(k) = 1−Dµ|k|µ +O(k2)
φˆ(u) = 1− τu+O(u2), (5.17)
226 Cap´ıtulo 5 - Aprisionamento radiativo superdifusivo
com as func¸o˜es O com o significado previamente atribu´ıdo (a func¸a˜o φˆ(u) e´, natu-
ralmente, a representada na Eq. 5.15, visto a coordenada temporal estar na mesma
situac¸a˜o descrita anteriormente).
A distribuic¸a˜o de probabilidade assimpto´tica para esta situac¸a˜o corresponde a:
W (r, t) ∝ 1
t1/µ
Lµ
( r
t1/µ
)
, (5.18)
em que Lµ e´ uma lei esta´vel de Le´vy de ı´ndice µ [Bouchaud e Georges 1990, Metzler
e Klafter 2000], sendo que 0 < µ < 2.
Nesta situac¸a˜o, o escalamento da posic¸a˜o da part´ıcula depende do factor µ do
seguinte modo:
r(t) ∝ t1/µ. (5.19)
Uma vez que 0 < µ < 2, a dependeˆncia temporal da posic¸a˜o e´ com um expoente
superior a 1/2, o que, para func¸o˜es bem comportadas, significa que:
r2(t) = [r(t)]2 ∝ t2/µ ⇒
〈r2(t)〉 ∝ t2/µ, (5.20)
originando um valor de expoente γ superior a 1.
A variaˆncia associada a` PDF p(∆r) na˜o existe, uma vez que o segundo momento
da distribuic¸a˜o e´ divergente.
Esta situac¸a˜o e´ indicada como superdifusa˜o, ou seja, uma difusa˜o mais ra´pida que
a Browniana. Para o caso particular em que o exponente 0 < µ < 1, a PDF p(∆r)
e´ obrigatoriamente uma func¸a˜o unilateral, ou seja, em que ∆r ≥ 0. Para este caso
e nas situac¸o˜es em que o paraˆmetro µ → 1, o primeiro momento da distribuic¸a˜o
e´ tambe´m ele divergente. Esta situac¸a˜o refere-se aos voos de Le´vy. O expoente
γ da variaˆncia da distribuic¸a˜o (Eq. 5.20) e´ superior a 1 (γ > 1), reflectindo um
espraiamento mais ra´pido das part´ıculas. No caso de γ = 2, a difusa˜o tem o nome
especial de difusa˜o bal´ıstica.
A superdifusa˜o pode ser causada por uma dinaˆmica cao´tica, como a existente em
sistemas turbulentos, ou em sistemas onde ha´ part´ıculas que efectuam trajecto´rias
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com saltos de dimenso˜es muito elevadas. Em sistemas com movimento turbulento,
a dependeˆncia de 〈r2(t)〉 pode ser com o cubo do tempo 〈r2(t)〉 ∝ t3, ou seja, γ = 3
(turbuleˆncia de Richardson) [Metzler e Klafter 2004]. Ja´ em sistemas em que ha´
trajecto´rias constitu´ıdas por alguns saltos de dimensa˜o muito elevada, o valor do
expoente que marca a dependeˆncia temporal de 〈r2(t)〉 e´ igual ou superior a 2, i.e,
γ ≥ 2, uma vez que 0 < µ ≤ 1.
A terceira situac¸a˜o definida pela PDF W (r, t) reporta-se ao caso em que p(∆r)
tem variaˆncia finita e a PDF de ∆t tem a forma de uma lei de poteˆncias: φ(∆t) ∝
∆t1+α, sendo 0 < α < 1 [Metzler e Klafter 2000]. Nesta situac¸a˜o, e de modo a
distinguir do expoente µ associado a` distribuic¸a˜o espacial, associa-se o paraˆmetro α a`
distribuic¸a˜o temporal. Neste caso, as transformadas das densidades de probabilidade
do deslocamento espacial e dos intervalos de tempo sa˜o dadas pelas expresso˜es a
seguir apresentadas.
p˜(k) = 1− σ2k2 +O(k4)
φˆ(u) = 1−Dαuα. (5.21)
Dα e´ uma constante, dependente do valor de α. A densidade de probabilidade
de a part´ıcula estar na posic¸a˜o r, no instante t, e´ caracterizada por:
W (r, t) =
1
2pi
∫
e−ikrEα(−Dαk2tα) dk, (5.22)
onde Eα(−Dαk2tα) e´ a func¸a˜o de Mittag-Leﬄer, definida por Eα(z) =
∑∞
n=0
zn
Γ(1+αn)
.
Depois da transformac¸a˜o adequada e no limite assimpto´tico, W (r, t) resulta em:
W (r, t) ∝ 1
tα/2
Gα
(
r/tα/2
)
, (5.23)
em que Gα e´ uma func¸a˜o limite na˜o Gaussiana. A posic¸a˜o de uma part´ıcula sujeita a
este tipo de movimento e´ definida assimptoticamente por r(t) ∝ tα/2, sendo 0 < α <
1. Os percursos aleato´rios com distribuic¸o˜es cont´ınuas de tempo, CTRW, com estas
caracter´ısticas, representam processos em que a difusa˜o das part´ıculas se faz mais
lentamente que a difusa˜o Browniana, pelo que se chamam de processos subdifusivos
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ou dispersivos. A dependeˆncia da variaˆncia com o tempo varia com o expoente γ,
que e´ agora menor que 1 (γ < 1).
A subdifusa˜o pode ser causada, por exemplo, por sistemas com regio˜es onde
ocorre grande adereˆncia das part´ıculas do flu´ıdo, retardando assim o movimento
dessas part´ıculas [Metzler e Klafter 2000, Bouchaud e Georges 1990].
O quarto comportamento manifestado pela PDF W (r, t) e´ provocado pelo facto
de tanto a varia´vel temporal como a espacial apresentarem func¸o˜es densidade de
probabilidade definidas por leis de poteˆncias. Assim, p(∆r) = 1|∆r|1+µ e φ(∆t) =
1
∆t1+α
, com 0 < µ < 2 e 0 < α < 1, respectivamente. Consequentemente, as
transformadas destas func¸o˜es, ja´ definidas anteriormente, sa˜o:
p˜(k) = 1−Dµ|k|µ +O(k2)
φˆ(u) = 1−Dαuα +O(u2). (5.24)
Depois da manipulac¸a˜o matema´tica necessa´ria, W (r, t) resulta em:
W (r, t) =
1
2pi
∫
e−ikrEα(−Dα|k|µtα). (5.25)
Verifica-se que a dependeˆncia temporal da posic¸a˜o da part´ıcula e´ descrita por uma
poteˆncia em α/µ, i.e., a posic¸a˜o da part´ıcula no instante t e´ dada por r(t) ∝ tα/µ.
Estes processos sa˜o ambivalentes, uma vez que na˜o apresentam um compor-
tamento totalmente definido, mas antes uma gama de poss´ıveis comportamentos
ditados pela raza˜o α/µ [Metzler e Klafter 2000]. Se µ < 2α e, portanto, o expoente
de t for superior a 1/2, o processo e´ superdifusivo. Caso µ > 2α e o expoente de t
menor que 1/2, o CTRW refere-se a um processo subdifusivo. No caso particular de
µ = 2α, o movimento e´ Browniano, mas com a diferenc¸a fundamental de apresentar
primeiro e segundo momentos infinitos e uma forma da PDF W (r, t) na˜o Gaussiana
[Metzler e Klafter 2000, Brockmann et al 2006].
Mediante a estrutura suportada pelo modelo de percursos aleato´rios com distri-
buic¸o˜es cont´ınuas de tempo, o caso particular da superdifusa˜o intitulado voos de
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Le´vy, apresenta um valor me´dio finito para a distribuic¸a˜o temporal (correspondente
a tempo de espera entre saltos) e os primeiro e segundo momentos da distribuic¸a˜o es-
pacial sa˜o divergentes [Hughes 1995, Shlesinger et al 1995, Bardou et al 2002], pelo
que os pontos espaciais visitados na trajecto´ria de uma part´ıcula a efectuar um voo
de Le´vy constituem um fractal, com uma PDF de tamanho de saltos:
p(∆r) ∼
r→∞
1
∆r(1+µ)
(5.26)
e dimensa˜o fractal µ (com 0 < µ ≤ 1) [Metzler e Klafter 2000].
A densidade de probabilidade W (r, t), no regime assimpto´tico, e´ dada pela
Eq. 5.18. Foi ja´ provado que este propagador mante´m o mesmo comportamento
qualitativo de um u´nico passo da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos p(∆r), pelo
que a trajecto´ria de uma part´ıcula que descreve um voo de Le´vy e´ auto-similar, ou
seja, a trajecto´ria total e´ semelhante a cada pequena parte, aparte de um factor de
escala [Hughes 1995, Metzler e Klafter 2000, Metzler e Klafter 2004].
Outra caracter´ıstica dos voos de Le´vy esta´ relacionada com o facto de a trajecto´-
ria de uma part´ıcula ser constitu´ıda por um nu´mero elevad´ıssimo de pequenos pas-
sos, intercalados por um bastante reduzido nu´mero de passos de elevadas dimenso˜es.
Estes, apesar de serem uma fracc¸a˜o muito pequena do nu´mero total de passos, va˜o
governar a escala total da migrac¸a˜o [Shlesinger et al 1995, Metzler e Klafter 2000].
Um passeio de Le´vy surge quando o tempo de salto na˜o e´ negligencia´vel, ao con-
tra´rio do que acontece nos voos de Le´vy [Klafter et al 1996, Shlesinger et al 1999,
Metzler e Klafter 2000]. Nesta situac¸a˜o, e´ utilizado um modelo de CTRW com
um acoplamento espac¸o-temporal, definido atrave´s da func¸a˜o δ como: f(∆r,∆t) =
1
2
φ(∆t) · δ(|∆r| − vt) [Metzler e Klafter 2000]. Este acoplamento provoca uma pe-
nalizac¸a˜o dos saltos de tamanho elevado, uma vez que existe um custo temporal
envolvido, na sua ocorreˆncia.
Existem va´rios sistemas f´ısicos, biolo´gicos e mesmo econome´tricos, onde se ve-
rifica difusa˜o ano´mala. Como exemplos de superdifusa˜o atenda-se ao arrefecimento
laser sub-Doppler de gases ato´micos [Bardou et al 2002], aos sistemas de fluxos ro-
230 Cap´ıtulo 5 - Aprisionamento radiativo superdifusivo
tativos [Weeks e Swinney 1998], ao escorregamento em camadas em superf´ıcies so´-
lidas [Weeks e Swinney 1998], a` difusa˜o turbulenta de Richardson [Shlesinger et al
1987, Bouchaud e Georges 1990, Shlesinger et al 1993, Shlesinger et al 1995], a`s
distribuic¸o˜es do tempo inter-batimentos card´ıacos para actividade card´ıaca normal
[Peng et al 1993], a`s flutuac¸o˜es nos ı´ndices da bolsa de valores [Kador 1999], a`s
distaˆncias percorridas pelas pessoas quando viajam (e, consequentemente, ao es-
palhamento de doenc¸as infecciosas) [Brockmann et al 2006], aos campos de veloci-
dade estratificados [Zumofen et al 1991], a` dinaˆmica de troca controlada interior-
superf´ıcie em vidros porosos [Bychuk e O’Shaugnessy 1995], ao transporte em siste-
mas micelares e rochas heteroge´neas [Ott et al 1990], a` o´ptica quaˆntica [Schaufler
et al 1997], a espectroscopia de mole´cula u´nica [Zumofen e Klafter 1994, Barkai
e Silbey 1999], ao transporte em plasma turbulento [Balescu 1995], ao movimento
bacteriano [Nossal 1983], ao voo do albatroz [Viswanathan et al 1996] e ao aprisio-
namento radiativo em meios moleculares [Pereira et al 1996] e em vapores ato´micos
[Pereira et al 2004].
Exemplos de sistemas onde ocorre subdifusa˜o sa˜o seguidamente mencionados:
o transporte de portadores de carga em semicondutores amorfos [Scher et al 1975,
Zumofen e Klafter 1990], a difusimetria de ressonaˆncia nuclear magne´tica em siste-
mas percolativos e porosos [Klemm et al 1997], a dinaˆmica de reptac¸a˜o em siste-
mas polime´ricos [Fischer et al 1999], o transporte em geometrias fractais [Porto et
al 1997], a difusa˜o de um marcador num conjuntos de remoinhos formados por
convecc¸a˜o [Young et al 1989] e a dinaˆmica de um “gra˜o” numa rede polime´rica
[Amblard et al 1996, Barkai e Klafter 1998].
5.2 Aprisionamento radiativo e superdifusa˜o
O aprisionamento radiativo em meios ato´micos pode ser encarado como um pro-
cesso de difusa˜o da radiac¸a˜o. Como ja´ explorado, o processo que ocorre maioritaria-
mente entre os foto˜es e os a´tomos na˜o e´ a difusa˜o, no sentido de redireccionamento
da trajecto´ria foto´nica, mas antes a sua absorc¸a˜o e posterior reemissa˜o. No entanto,
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em termos de cine´tica global da radiac¸a˜o, e´ poss´ıvel encarar o feno´meno como um
caso de difusa˜o “material”. Em 2004, foi provado que o aprisionamento radiativo em
meios ato´micos era um caso claro de difusa˜o ano´mala, em particular de um voo de
Le´vy [Pereira et al 2004].
Os percursos trac¸ados pelos foto˜es num meio ato´mico onde existe aprisionamento
sa˜o caminhos aleato´rios, onde o tempo de vida de cada espe´cie excitada corresponde
a` varia´vel ∆t mencionada na secc¸a˜o anterior, assim como o tamanho do salto efec-
tuado entre duas absorc¸o˜es consecutivas corresponde a ∆r (medido em opacidade
global). Assim, a PDF dos tempos de espera corresponde a` func¸a˜o g(∆t) definida
no cap´ıtulo 3 como g(∆t) = e−∆t, estando a varia´vel ∆t normalizada ao tempo de
vida intr´ınseco da espe´cie excitada. Ja´ a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos tem a
forma tambe´m previamente deduzida de:
p(∆r) =
∫ +∞
−∞
Φem(x)Φabs(x)e
−Φabs(x)∆rdx. (5.27)
De modo a ir de encontro a` nomenclatura utilizada nos cap´ıtulos 2 e 3, a partir
deste ponto, a varia´vel associada ao tamanho de salto, ∆r, passara´ a ser representada
por r, que ate´ aqui representava a posic¸a˜o da part´ıcula em qualquer instante gene´rico.
No caso de as condic¸o˜es f´ısicas condicionarem a existeˆncia de redistribuic¸a˜o completa
em frequeˆncias, os espectros de absorc¸a˜o e de emissa˜o coincidem simplificando a
expressa˜o para:
p(r) =
∫ +∞
−∞
[Φ(x)]2e−Φ(x)rdx. (5.28)
Caso exista redistribuic¸a˜o apenas parcial das frequeˆncias de absorc¸a˜o e reemissa˜o,
a PDF do tamanho dos saltos e´ dado por
p(r|x′) =
∫ +∞
−∞
Θ(x|x′)Φ(x)e−Φ(x)rdx, (5.29)
onde Θ(x|x′) = R(x′,x)
Φ(x′) e´ a probabilidade condicional de emissa˜o a` frequeˆncia x, dado
que houve absorc¸a˜o a` frequeˆncia x′. R(x′, x) representa a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o
conjunta mais apropriada ao caso concreto a considerar.
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A superdifusa˜o dos foto˜es em meios ato´micos e´ consequeˆncia da tendeˆncia as-
simpto´tica, com uma forma de lei de poteˆncias (expressa na Eq. 5.26), verificada
na distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos. Para as distribuic¸o˜es espectrais de Doppler,
Lorentz e Voigt, esta foi ja´ graficamente representada, na Fig. 3.3. O espraiamento
global e´ controlado por distaˆncias maiores, apesar de saltos com essas distaˆncias
serem muito pouco prova´veis. Portanto, um pequeno nu´mero de saltos de elevadas
dimenso˜es e´ mais significativo em termos de escala do que o muito maior nu´mero de
saltos de pequenas dimenso˜es. Esses saltos de elevad´ıssimas dimenso˜es sa˜o, como re-
ferido, os responsa´veis pelo cara´cter superdifusivo do movimento foto´nico em meios
ato´micos.
Os momentos desta distribuic¸a˜o sa˜o dados por:
〈rn〉 = n!
∫ +∞
−∞
Θ(x)
Φn(x)
dx (5.30)
e prova-se serem divergentes para todas as distribuic¸o˜es de emissa˜o e absorc¸a˜o fi-
sicamente razoa´veis [Pereira et al 2004]. Sendo, enta˜o, os seus primeiro e segundo
momentos infinitos, na˜o existe um valor me´dio expecta´vel para o tamanho dos saltos
dos foto˜es, nem uma variaˆncia ou desvio padra˜o me´dio em relac¸a˜o a esse valor.
A distribuic¸a˜o de tamanho de saltos, p(r), pode ser aproximada assimptotica-
mente, ou seja, no regime de tamanho de saltos elevados, por:
p(r) ∼
r→∞
1
r1+µ
, (5.31)
com 0 < µ ≤ 1 correspondendo a` dimensa˜o fractal da trajecto´ria efectuada. Este
movimento superdifusivo define uma distribuic¸a˜o larga, para a qual os momentos
de ordem igual ou superior a µ sa˜o divergentes [Pereira et al 2004]. Na definic¸a˜o
geral de uma distribuic¸a˜o esta´vel de Le´vy, o paraˆmetro µ pode variar entre 0 e 2.
Se estiver contido no intervalo ]1, 2[ o seu primeiro momento existe, enquanto que
os segundo momento e superiores sa˜o divergentes. Ora, como visto no para´grafo
anterior, da Eq. 5.30 concluiu-se que todos os momentos da distribuic¸a˜o p(r) para a
situac¸a˜o de aprisionamento radiativo sa˜o infinitos. Isto vai implicar que a dimensa˜o
fractal da trajecto´ria seja limitada a 0 < µ ≤ 1, de modo a que esta seja um voo de
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Le´vy, com todos os momentos infinitos, inclusive o primeiro. Esta restric¸a˜o ao valor
de µ foi ja´ anteriormente discutida para o caso da distribuic¸a˜o p(r) ser unilateral
[Hughes 1995], como se encontra definida aqui, sendo r ≥ 0 o tamanho dos saltos
foto´nicos. O caso de 1 < µ < 2 fica reservado para outras situac¸o˜es de movimento
superdifusivo.
A distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos definida para o presente caso de aprisiona-
mento radiativo origina um caminho aleato´rio, constitu´ıdo por um nu´mero elevado de
saltos de pequenas dimenso˜es, com um nu´mero muito reduzido de saltos de grandes
dimenso˜es. No entanto, este pequeno nu´mero de grandes saltos domina a cine´tica
global dos foto˜es e torna as suas trajecto´rias livres de uma escala caracter´ıstica.
Ale´m disso, origina o regime de difusa˜o mais ra´pida que a Browniana uma vez que,
praticamente instantaneamente quando comparado com o tempo de retenc¸a˜o da
excitac¸a˜o na amostra, se desloca uma distaˆncia muito elevada, espraiando-se mais
rapidamente do que se na˜o existissem estas excurso˜es pontuais. Este comportamento
pode ser observado na Fig. 5.2.
Figura 5.2 : Representac¸a˜o esquema´tica do movimento aleato´rio de um fota˜o com func¸a˜o
de redistribuic¸a˜o RIII com a = 1× 10−2.
O gra´fico da esquerda representa a trajecto´ria de um fota˜o constitu´ıda por 50 000
passos, enquanto que os a` sua direita correspondem a sucessivos detalhes dessa
trajecto´ria, sendo o do meio referente a 1 000 passos e o da direita a apenas 300
passos. Como e´ facilmente observa´vel, embora a pequenas escalas se verifique a
existeˆncia de muitos saltos pequenos, na˜o sa˜o estes que dominam a escala global da
difusa˜o, mas antes sa˜o os pouqu´ıssimos passos de enormes dimenso˜es. Esta e´ uma
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das assinaturas cla´ssicas de um voo de Le´vy.
O aprisionamento radiativo e´ bem descrito pela estat´ıstica de voo de Le´vy,
quando o tempo de propagac¸a˜o dos foto˜es e´ despreza´vel face ao tempo de retenc¸a˜o
da excitac¸a˜o na amostra. Quando esta assunc¸a˜o na˜o pode ser considerada va´lida
e o tempo de voo dos foto˜es entre dois eventos consecutivos de emissa˜o e absorc¸a˜o
tem de ser tomado em considerac¸a˜o, como acontece nos feno´menos de aprisiona-
mento a escalas astrof´ısicas, o feno´meno de difusa˜o ano´mala e´ o ja´ referenciado pas-
seio de Le´vy [Metzler e Klafter 2000, Metzler e Klafter 2004, Shlesinger et al 1999,
Klafter et al 1996]. A sua estat´ıstica e´ semelhante a` dos voos de Le´vy e traduz-se
tambe´m num feno´meno de superdifusa˜o. Este facto implica que a inclusa˜o do tempo
de propagac¸a˜o da radiac¸a˜o na considerac¸a˜o dos quatro casos caracter´ısticos discuti-
dos na secc¸a˜o anterior na˜o provoca a alterac¸a˜o das caracter´ısticas verificadas para
o caso superdifusivo, apesar de ser necessa´rio o acoplamento entre a distribuic¸a˜o
temporal e espacial, em vez destas grandezas serem independentes.
A classificac¸a˜o do aprisionamento radiativo como voo de Le´vy, implica a di-
vergeˆncia dos momentos da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos. Assim sendo, na˜o
e´ poss´ıvel aplicar a este feno´meno uma equac¸a˜o de difusa˜o do tipo da segunda lei
de Fick, ou seja, na˜o e´ poss´ıvel aplicar a equac¸a˜o de difusa˜o Browniana referida na
Eq. 5.5 ao feno´meno de aprisionamento radiativo. Este facto foi inicialmente verifi-
cado por Milne, em 1926, que tentou ultrapassar este problema com a proposta de
modificac¸a˜o de equac¸a˜o de difusa˜o. No entanto, esta equac¸a˜o modificada continuava
a na˜o representar correctamente o feno´meno e deu lugar a` equac¸a˜o integro-diferencial
proposta por Holstein e Biberman em 1947. Esta e´ ainda hoje aceite e utilizada para
muitos dos estudos efectuados em vapores ato´micos, onde exista aprisionamento. A
equac¸a˜o de Holstein reflecte os efeitos na˜o locais que se fazem sentir e que na˜o eram
contemplados pela equac¸a˜o de difusa˜o previamente utilizada.
∂n(r, t)
∂t
= Γr
∫
V
f(r, r′)n(r′, t)dr′ − Γ n(r, t). (5.32)
Na equac¸a˜o de Holstein-Biberman, f(r, r′) representa a densidade de probabili-
5.2 Aprisionamento radiativo e superdifusa˜o 235
dade de transfereˆncia radiativa entre o ponto r′ e o r e as outras grandezas teˆm o
significado ja´ anteriormente definido. Para meios onde a radiac¸a˜o se difunda isotro-
picamente, esta densidade de probabilidade depende unicamente da distaˆncia entre
o ponto de emissa˜o e o de absorc¸a˜o, pelo que f(r, r′) = f(|r − r′|) = p(r). Esta
refere-se a` probabilidade de tamanhos de saltos anteriormente mencionada.
Uma vez que a migrac¸a˜o foto´nica por reabsorc¸a˜o esta´ associada com uma distri-
buic¸a˜o de tamanhos de saltos com dependeˆncia exponencial, esta pode ser reescrita
considerando-a como uma combinac¸a˜o linear de densidades exponenciais dada por:
p(r) =
∫ ∞
0
H(k)(k e−kr)dk (CFR),
p(r|x′) =
∫ ∞
0
H(k|x′)(k e−kr)dk (PFR). (5.33)
H(k) e H(k|x′) correspondem a` func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades de linha, de
acro´nimo ODF (da expressa˜o anglo-saxo´nica Opacity Distribution Function), para os
casos de CFR e PFR, respectivamente [Berberan-Santos et al 2006]. Este conceito
relaciona-se com a distribuic¸a˜o espectral Φ(x) atrave´s da Eq. 5.28 ou 5.29, para as
situac¸o˜es de CFR e PFR, respectivamente. Consequentemente, pode depreender-se
que o s´ımbolo k representa o valor da opacidade de linha Φ(x), para uma deter-
minada frequeˆncia x, i.e., k = Φ(x). Neste ponto, e´ necessa´rio clarificar algumas
diferenc¸as entre o conceito de opacidade de linha aqui utilizado e outros semelhan-
tes. A opacidade de linha na˜o tem qualquer relac¸a˜o com as dimenso˜es f´ısicas reais
da ce´lula. A opacidade de linha monocroma´tica e a opacidade ao centro de li-
nha, por sua vez, apresentam uma relac¸a˜o com a dimensa˜o f´ısica da ce´lula. As-
sim, a opacidade de linha monocroma´tica ao longo de um percurso ` e´ dada por
k(x) = N0σ0`Φ(x)/Φ(0) = k0Φ(x)/Φ(0) = Φ(x)r, onde σ0 e´ a secc¸a˜o recta de
absorc¸a˜o de centro de linha e N a densidade nume´rica de part´ıculas absorventes.
Donde, esta grandeza e´ proporcional a` opacidade ao centro de linha, dada por:
k0 = Nσ0` (de salientar que o s´ımbolo k deixa de ser usado para referenciar o coefi-
ciente de absorc¸a˜o e passa a ser utilizado para os diferentes conceitos de opacidade).
A opacidade global, utilizada no restante trabalho como medida da dimensa˜o f´ısica
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da ce´lula relaciona-se com a opacidade ao centro de linha por r = k0/Φ(0) e com a
opacidade monocroma´tica por r =
∫ +∞
−∞ k(x)dx.
Da Eq. 5.33 conclui-se que, para o caso de CFR, kH(k) e´ a transformada in-
versa de Laplace de p(r) [Berberan-Santos et al 2006]. Aplicando a fo´rmula de in-
versa˜o real para a transformada de Laplace (assumindo o paraˆmetro c=0), vem
[Berberan-Santos 2005, Berberan-Santos et al 2006]:
kH(k) =
1
pi
∫ ∞
0
[Re[p(iω)] cos(kω)− Im[p(iω)]sen (kω)] dω. (5.34)
Assumindo um perfil espectral sime´trico, como ocorre para as distribuic¸o˜es de
Doppler, Lorentz e Voigt, a func¸a˜o de opacidade de linha resulta em:
H(k) =
2
k
∫ ∞
0
Φ(x)2δ[k − Φ(x)]dx. (5.35)
Fazendo uso das relac¸o˜es k = Φ(x) e Ψ(k) = Φ−1(k), onde a u´ltima se refere
a` func¸a˜o inversa da distribuic¸a˜o espectral, e assumindo que Φ(x) e´ na˜o nula para
qualquer valor de frequeˆncia, H(k) vem [Berberan-Santos 2005]:
H(k) =
 −2kΨ′(k), k < Φ(0)0, k ≥ Φ(0) . (5.36)
Na situac¸a˜o em que a redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias e´ va´lida, os ca-
sos particulares de Doppler e Lorentz apresentam uma expressa˜o anal´ıtica exacta
para a func¸a˜o distribuic¸a˜o de opacidades, como demonstrado por Berberan-Santos
[Berberan-Santos et al 2006]. Para o perfil espectral de Lorentz, vem:
HL(k) =
ΦL(0)
k
(
ΦL(0)
k
− 1
)−1/2
, (5.37)
sendo ΦL(0) = 1/pi, enquanto que para o perfil de Doppler a expressa˜o de H(k) e´:
HD(k) =
1√
ln[k/ΦD(0)]
, (5.38)
onde ΦD(0) = 1
√
pi.
A func¸a˜o densidade de probabilidade de tamanho de saltos pode ser expressa em
termos de opacidades efectivas, pelo que a introduc¸a˜o da Eq. 5.36 na Eq. 5.33 resulta
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numa nova expressa˜o para p(r) para a situac¸a˜o de CFR, sendo que a opacidade de
linha so´ esta´ definida ate´ ao valor ma´ximo de Φ(0) [Berberan-Santos et al 2006].
p(r) = −2
∫ Φ(0)
0
k2Ψ′(k) e−krdk. (5.39)
O cara´cter superdifusivo do aprisionamento radiativo e´ bem patente no com-
portamento assimpto´tico da func¸a˜o p(r). Assim, com o intuito de observar este
comportamento, e´ necessa´ria alguma manipulac¸a˜o matema´tica, que se inicia com a
mudanc¸a de varia´vel y = kr, e da qual resulta a expressa˜o :
p(r) ∼
r→∞
r−3
∫ ∞
0
y2Ψ′(y/r) e−ydy. (5.40)
Considerando que as func¸o˜es espectrais em causa apresentam, para frequeˆncias
nas asas afastadas, um comportamento descrito por uma lei de poteˆncias (ver exem-
plos concretos desta dependeˆncia em, por exemplo, [Allard e Kielkopf 1982]),
Φ(x) ∼
x→∞
x−p (p > 1), (5.41)
cuja func¸a˜o inversa e´:
Ψ(k) ∼
k→0
k−1/p, (5.42)
para valores de k pequenos, a Eq. 5.40 transforma-se em:
p(r) ∼
r→∞
r1/p−2
∫ ∞
0
y1−1/p e−ydy = Γ(2− 1/p)r1/p−2, (5.43)
o que resulta, para tamanhos de salto elevados, em:
p(r) ∼
r→∞
r1/p−2. (5.44)
Apo´s esta deduc¸a˜o, e´ poss´ıvel concluir que o comportamento assimpto´tico da
func¸a˜o densidade de tamanho de saltos manifesta uma estat´ıstica de voo de Le´vy,
onde o paraˆmetro µ e´ definido em termos da dependeˆncia espectral do paraˆmetro p
como segue.
µ = 1− 1
p
(p > 1). (5.45)
Como se observa, o aprisionamento radiativo e´ um voo de Le´vy em que o paraˆ-
metro µ varia entre 0 e 1 (0 < µ ≤ 1).
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O comportamento assimpto´tico da ODF evidencia tambe´m existeˆncia ou na˜o de
um cara´cter superdifusivo. Da Eq. 5.42 obte´m-se
Ψ′(k) ∼
k→0
−1
p
k−
1
p
−1. (5.46)
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades de linha, em condic¸o˜es de CFR, apresenta
o seguinte cara´cter assimpto´tico [Berberan-Santos et al 2006]:
H(k) ∼
k→0
−1
p
k−
1
p . (5.47)
Os momentos da distribuic¸a˜o de tamanho de saltos podem tambe´m ser estimados
com base na func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades. Para esta abordagem, considere-
se a transformada de Laplace da Eq. 5.33:
pˆ(u) =
∫ Φ(0)
0
kH(k)
u+ k
dk. (5.48)
Tendo em conta que os momentos da distribuic¸a˜o podem ser obtidos atrave´s da
derivada de ordem n desta transformada de Laplace como pˆ(n)(u)|u=0 = (−1)n 〈rn〉,
o momento gene´rico n de p(r), de acordo com Berberan-Santos [Berberan-Santos et
al 2006], e´ dado por:
〈rn〉 =
∫ Φ(0)
0
rnp(r)dr = n!
∫ Φ(0)
0
H(k)
kn
dk = n!
〈
k−n
〉
. (5.49)
Tomando em considerac¸a˜o a Eq. 5.35, o primeiro momento da distribuic¸a˜o p(r)
e´ divergente,
〈r〉 =
∫ Φ(0)
0
H(k)
k
dk →∞. (5.50)
Todos os momentos de ordem superior originam tambe´m integrais divergentes.
Este resultado vem confirmar o afirmado por Pereira [Pereira et al 2004], que
diz que os momentos de ordem igual ou superior ao paraˆmetro µ sa˜o infinitos, num
voo de Le´vy. Logo, o paraˆmetro em causa esta´ contido em ]0, 1], como deduzido a
partir da expressa˜o assimpto´tica da func¸a˜o p(r).
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Os resultados discutidos nos u´ltimos para´grafos referem-se a` situac¸a˜o de redistri-
buic¸a˜o completa em frequeˆncias. Atendendo a` situac¸a˜o onde se considera a existeˆncia
de redistribuic¸a˜o apenas parcial em frequeˆncias, a ODF vem descrita por:
H(k|x′) = 1
k
∫ +∞
−∞
Θ(x|x′)Φ(x)δ[k − Φ(x)]dx, (5.51)
que pode ser simplificada atrave´s da mudanc¸a de varia´vel y = Φ(x). E´ de realc¸ar que
o perfil de absorc¸a˜o (Doppler, Lorentz ou Voigt) e´ sempre sime´trico, enquanto que o
de emissa˜o na˜o o e´ necessariamente. Por este motivo, e´ necessa´rio separar o integral
da equac¸a˜o anterior, nas partes de frequeˆncias positivas e negativas e reconhecer
que a derivada da transformac¸a˜o tem sinais opostos para as frequeˆncias positivas e
negativas, de modo a obter por fim:
H(k|x′) = −1
k
∫ Φ(0)
0
[θ+(k) + θ−(k)] yΨ′(y)δ(k − y)dy. (5.52)
θ+(k) e θ−(k) representam as probabilidades condicionais de emissa˜o para fre-
queˆncias positivas e negativas, dadas implicitamente pelo valor de opacidade efectiva
k, atrave´s do espectro de absorc¸a˜o [Alves-Pereira et al 2007a]. Para qualquer valor
particular de k, ha´ duas frequeˆncias sime´tricas, +x e −x que originam o valor k
definido por Φ(x) = k; estas frequeˆncias na˜o originam necessariamente a mesma
probabilidade de reemissa˜o. Assim, definem-se θ+(k) = Θ(x|x′) e θ−(k) = (−x|x′).
Finalmente, a Eq. 5.52 pode ser reescrita como:
H(k|x′) =
 −[θ+(k) + θ−(k)]Ψ′(k), k < Φ(0)0, k ≥ Φ(0) . (5.53)
A func¸a˜o de redistribuic¸a˜o RII(x
′, x) na˜o e´ sime´trica, pelo que se torna necessa´ria
a utilizac¸a˜o da ODF nesta forma. No entanto, as func¸o˜es RI(x
′, x) e RIII(x′, x) sa˜o
sime´tricas em relac¸a˜o a cada uma das frequeˆncias, pelo que se pode simplificar a
expressa˜o anterior, considerando que θ+(k) = θ−(k) e obtendo
H(k|x′) =
 −2 θ+(k)Ψ′(k), k < Φ(0)0, k ≥ Φ(0) . (5.54)
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Relativamente ao comportamento assimpto´tico da distribuic¸a˜o de tamanhos de
saltos p(r|x′), seguindo o procedimento utilizado para a situac¸a˜o de CFR obte´m-se,
para valores elevados de r,
p(r|x′) ∼
r→∞
r−2
∫ ∞
0
[
θ+
(y
r
)
+ θ−
(y
r
)]
Ψ′
(y
r
)
y e−krdk. (5.55)
O perfil de absorc¸a˜o tem um cara´cter assimpto´tico definido na Eq. 5.41 como
Φ(x) ∼ x−pa , onde o ı´ndice a do expoente p se refere a absorc¸a˜o. Se na reemissa˜o se
puder assumir um comportamento assimpto´tico da mesma forma, mas possivelmente
com um paraˆmetro p diferente,
Θ(x|x′) ∼
x→∞
x−pe (pe > 1), (5.56)
onde o ı´ndice e representa emissa˜o. Nestas condic¸o˜es, tanto θ+ como θ−, para valores
de k → 0, tendem para
θ+(k) ∼ θ−(k) ∼
k→0
k
pe
pa . (5.57)
A expressa˜o da distribuic¸a˜o de tamanho de saltos passa a ser expressa, para
r →∞, como [Alves-Pereira et al 2007a]:
p(r|x′) ∼
r→∞
r−2
∫ +∞
0
(y
r
)pe/pa [−( r
pay
)
y−1/pa r1/pa
]
ye−ydy = (5.58)
= Γ
(
1 +
pe
pa
− 1
pa
)
r
1
pa
−(1+ pepa ),
de onde se conclui que a dependeˆncia assimpto´tica da func¸a˜o distribuic¸a˜o de tamanho
de saltos, sob condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias, e´:
p(r|x′) ∼
r→∞
r
1
pa
−(1+ pepa ). (5.59)
O paraˆmetro µ, referido na equac¸a˜o inicial de definic¸a˜o de voo de Le´vy, e´ agora
dado por
µ =
1
pa
(pe − 1). (5.60)
Se os regimes assimpto´ticos das func¸o˜es espectrais de absorc¸a˜o e de reemissa˜o
coincidirem, sendo consequentemente pa = pe = p, a expressa˜o presente na Eq. 5.59
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origina p(r|x′) ∼ r 1p−2, o que corresponde ao resultado obtido na situac¸a˜o de a re-
distribuic¸a˜o em frequeˆncias ser completa. Assim, o resultado de CFR e´ recuperado
mesmo nas condic¸o˜es de PFR, desde que o mecanismo de reemissa˜o nas asas da dis-
tribuic¸a˜o origine o mesmo regime assimpto´tico que o do perfil espectral de absorc¸a˜o.
Este assunto sera´ retomado posteriormente, quando forem apresentados e discutidos
os resultados da ODF sob condic¸o˜es de PFR.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidade de linha e o comportamento assimpto´tico
da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos foram discutidos nas u´ltimas pa´ginas. Estas
grandezas sa˜o, em u´ltima ana´lise, as que caracterizam o comportamento superdifu-
sivo dos percursos aleato´rios da radiac¸a˜o ressonante. O modo como o fota˜o reemitido
e´ redistribu´ıdo nas asas do perfil de absorc¸a˜o e a velocidade com que a probabilidade
de absorc¸a˜o dos foto˜es das asas tende para zero, va˜o ditar a topologia das trajecto´-
rias observadas. A ass´ımptota do perfil espectral, da distribuic¸a˜o da opacidade de
linha e da distribuic¸a˜o do tamanho de saltos devem, portanto, estar relacionadas,
uma vez que sa˜o manifestac¸o˜es diferentes do mesmo feno´meno. Por este motivo, o
comportamento assimpto´tico e´ observa´vel a treˆs n´ıveis diferentes: (i) nas asas afas-
tadas do perfil espectral, (ii) para tamanhos de saltos elevados, na distribuic¸a˜o de
tamanho de saltos e (iii) no regime de pequenas opacidades, para a distribuic¸a˜o de
opacidades.
A ass´ımptota para a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades (para opacidades pe-
quenas) pode ser obtida atrave´s das equac¸o˜es previamente discutidas. Da Eq. 5.42
obte´m-se
Ψ′(k) ∼
k→0
− 1
pa
k−
1
pa
−1. (5.61)
Tomando em considerac¸a˜o a aproximac¸a˜o assimpto´tica da densidade de proba-
bilidade de reemissa˜o θ+/−(k), o limite da ODF para pequenas opacidades toma a
forma:
H(k|x′) ∼
k→0
− 1
pa
k−[
1
pa
+(1− pepa )]. (5.62)
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades de linha simplifica-se se o cara´cter as-
simpto´tico da distribuic¸a˜o espectral de absorc¸a˜o e emissa˜o for o mesmo, ou seja,
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pa = pe = p. Nesta situac¸a˜o, e´ recuperado o resultado obtido em condic¸o˜es de
redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias.
H(k|x′) ∼
k→0
−1
p
k−
1
p . (5.63)
As expresso˜es assimpto´ticas das distribuic¸o˜es espectrais, de tamanhos de saltos e
de opacidades de linha evidenciam a existeˆncia de dois paraˆmetros caracter´ısticos de
um movimento superdifusivo: p e µ. Da tendeˆncia assimpto´tica das func¸o˜es Φ(x) e
H(k) obte´m-se o paraˆmetro p, enquanto que a aproximac¸a˜o assimpto´tica da func¸a˜o
p(r) da´ origem ao paraˆmetro µ. O valor destes paraˆmetros sera´ estabelecido nas
pro´ximas secc¸o˜es, para cada situac¸a˜o particular.
5.2.1 Modelos unidimensionais
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de tamanho de saltos p(r) e´ uma func¸a˜o em que r re-
presenta a distaˆncia o´ptica percorrida por um fota˜o entre cada evento de emissa˜o e
absorc¸a˜o, pelo que e´ sempre um valor na˜o negativo. Como ja´ visto, a distribuic¸a˜o
diz-se uma func¸a˜o densidade de probabilidade unilateral [Hughes 1995]. Esta func¸a˜o
e´ pass´ıvel de ser utilizada para descrever a migrac¸a˜o radiativa, tanto a uma como
a treˆs dimenso˜es, desde que essa migrac¸a˜o dependa apenas da opacidade global r
e na˜o de outros aspectos, como e.g. da existeˆncia de reflexo˜es na parede da ce´lula
[Pereira et al 1995]. E´ poss´ıvel transformar esta func¸a˜o noutra PDF bilateral, ou
seja, numa PDF em que se considere uma distaˆncia afectada de um sinal, corres-
pondente ao sentido positivo ou negativo do eixo principal em relac¸a˜o ao qual se
esta´ a considerar o movimento. Nesta situac¸a˜o, em vez de se considerar r como a
distaˆncia (medida em opacidade) entre os pontos entre os quais ocorre o salto foto´-
nico, considera-se antes uma variac¸a˜o de posic¸a˜o, grandeza esta que e´ afectada do
sinal correspondente ao sentido do movimento efectuado. Assim, se o movimento
for no sentido da trajecto´ria definido como positivo a variac¸a˜o de posic¸a˜o e´ igual a`
distaˆncia, enquanto que se for no sentido contra´rio, e´ sime´trica.
Nos problemas de aprisionamento radiativo em geometrias unidimensionais, po-
dem ser utilizadas como PDF para o tamanho de saltos, tanto func¸o˜es unilaterais
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como bilaterais, sendo que as u´ltimas tomam em considerac¸a˜o tambe´m o sentido do
movimento. No entanto, e´ mais comum utilizar-se a func¸a˜o bilateral. Para situac¸o˜es
tridimensionais, com a componente espacial expressas em coordenas esfe´ricas, a
distribuic¸a˜o espacial e´ func¸a˜o u´nica da distaˆncia percorrida entre cada evento de
reemissa˜o e absorc¸a˜o. Deste modo, e´ bastante mais justifica´vel a utilizac¸a˜o de uma
func¸a˜o unilateral, como a p(r) aqui utilizada.
Uma geometria unidimensional idealizada pode ser utilizada, como aproximac¸a˜o
a uma situac¸a˜o tridimensional. Em particular, pode considerar-se uma geometria
unidimensional de camadas infinitas. Para tal, assuma-se uma geometria tridimen-
sional estratificada em planos infinitos paralelos, onde a u´nica direcc¸a˜o considerada
para a descric¸a˜o do aprisionamento e´ a perpendicular a estes planos. A distribuic¸a˜o
do tamanho de saltos, nesta situac¸a˜o, reflecte a densidade de probabilidade de ocor-
rer um salto foto´nico entre um qualquer ponto de um determinado plano para outro
ponto, localizado no mesmo ou noutro plano. Se duas transic¸o˜es ocorrerem entre
os mesmos dois planos, a coordenada de transic¸a˜o e´ a mesma. Como se observa na
Fig. 5.3, quaisquer duas transic¸o˜es entre os planos A e B, correspondem a` mesma
projecc¸a˜o no eixo arbitra´rio, perpendicular a esses planos.
Figura 5.3 : Representac¸a˜o esquema´tica de um modelo unidimensional de camadas infi-
nitas.
Sem perda de generalidade, pode admitir-se que o eixo arbitra´rio perpendicular
aos planos infinitos coincide com o eixo dos zz. Seja z a projecc¸a˜o da posic¸a˜o de
absorc¸a˜o/emissa˜o foto´nica nesse eixo. Neste contexto, a posic¸a˜o z tanto pode tomar
valores positivos como negativos, dependendo da direcc¸a˜o tomada pelo fota˜o no seu
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movimento. Utilizando coordenadas esfe´ricas, a coordenada z vem:
z = r cos θ. (5.64)
Considerando que o meio de difusa˜o foto´nica e´ isotro´pico, as PDF’s do tamanho
de saltos e do aˆngulo θ sa˜o dadas por p(r) e f(θ) = 1
2
sen θ, respectivamente. Para
obter a func¸a˜o densidade de probabilidade de z e´ necessa´rio ter em considerac¸a˜o que
esta varia´vel corresponde a` distaˆncia entre os planos onde se encontram os pontos de
reemissa˜o e de absorc¸a˜o, sendo por isso sempre na˜o negativa, e recorrer ao me´todo
da transformac¸a˜o das varia´veis aleato´rias.
g(z) =
∫ ∞
0
∫ pi/2
0
∫ 2pi
0
δ(z − r cos θ) 1
4pi
sen θ p(r) dϕ dθ dr =
=
1
2
∫ ∞
0
∫ pi/2
0
δ(z − r cos θ) sen θ p(r) dθ dr. (5.65)
A expressa˜o acima e´ manipulada, sofrendo duas mudanc¸as de varia´vel, antes de
chegar a` forma:
g(z) =
1
2
∫ ∞
0
p(r)
r
[∫ r
0
δ(z − v) dv
]
dr
=
1
2
∫ ∞
0
δ(v − z)
[∫ ∞
v
p(r)
r
dr
]
dv. (5.66)
Tendo em considerac¸a˜o as caracter´ısticas da func¸a˜o delta, vem:
g(z) =
∫ ∞
z
p(r)
2r
dr (z ≥ 0). (5.67)
Num meio isotro´pico, esta distribuic¸a˜o e´ sime´trica, pelo que se pode apresentar
g(z) sob a forma de uma PDF bilateral. Esta vem [Berberan-Santos et al 2006]:
g(z) =
∫ ∞
|z|
p(r)
2r
dr =
∫ ∞
1
p(|z|u)
2u
du. (5.68)
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o do tamanho de saltos esta´ representada pela sua forma
mais simples, quando os perfis de absorc¸a˜o e de emissa˜o coincidem, ou seja, quando
as condic¸o˜es sa˜o de CFR. Se a situac¸a˜o implicar uma redistribuic¸a˜o apenas parcial
em frequeˆncias, esta func¸a˜o e´ substitu´ıda por p(r|x′). Nesta situac¸a˜o mais gene´rica,
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a func¸a˜o densidade de probabilidade bilateral, usando os argumentos expressos em
[Berberan-Santos et al 2006], e´ dada por:
g(z|x′) = 1
2
∫ ∞
1
1
u
∫ +∞
−∞
Θ(x|x′)Φ(x) e−Φ(x)|z|u dx du =
=
1
2
∫ +∞
−∞
Θ(x|x′)Φ(x)
[∫ ∞
1
e−Φ(x)|z|u
u
du
]
dx =
=
1
2
∫ +∞
−∞
Θ(x|x′)Φ(x)E1[Φ(x)|z|] dx, (5.69)
sendo queE1[Φ(x)|z|] representa a func¸a˜o integral exponencial,
(
E1(y) =
∫∞
1
e−yu
u
du
)
.
Se o perfil de emissa˜o for coincidente com o de absorc¸a˜o, Θ(x|x′) = Φ(x), pelo que
a expressa˜o da equac¸a˜o anterior assume a forma
g(z) =
1
2
∫ +∞
−∞
Φ(x)2E1[Φ(x)|z|] dx
g(z) =
∫ ∞
1
p(|z|u)
2u
du. (5.70)
Logo, a func¸a˜o densidade de probabilidade bilateral e para geometria 1D de
camadas infinitas, deduzida em condic¸o˜es de PFR, resulta na mesma densidade de
probabilidade, deduzida para condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias,
quando o perfil de emissa˜o corresponde ao perfil de absorc¸a˜o.
A utilizac¸a˜o da func¸a˜o g(z), numa situac¸a˜o unidimensional idealizada (aproxi-
mac¸a˜o de uma situac¸a˜o tridimensional), e´ vantajosa face a uma considerac¸a˜o unidi-
mensional mais estrita, uma vez que contabiliza as poss´ıveis transfereˆncias foto´nicas
entre quaisquer dois pontos, localizados em planos paralelos. No entanto, na˜o e´
poss´ıvel a resoluc¸a˜o espacial da distribuic¸a˜o da excitac¸a˜o, nos planos transversais a`
direcc¸a˜o do eixo escolhido. Pelo contra´rio, a utilizac¸a˜o da func¸a˜o p(r), sendo r a
opacidade entre os pontos de emissa˜o e reabsorc¸a˜o, na˜o e´ limitativa neste aspecto,
mas implica a monitorizac¸a˜o de varia´veis espaciais em treˆs direcc¸o˜es. Ale´m desta
restric¸a˜o, e´ de salientar ainda que a definic¸a˜o de g(z) baseia-se no facto de todos os
planos paralelos serem equivalentes, o que so´ e´ verdade no caso a excitac¸a˜o inicial
da ce´lula se distribuir uniformemente por todos eles.
Uma conclusa˜o bastante importante a retirar da comparac¸a˜o das func¸o˜es p(r)
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e g(z) e´ que a func¸a˜o para geometrias 1D de camadas infinitas apresenta um com-
portamento assimpto´tico, i.e. para |z| → ∞, igual ao da func¸a˜o unidimensional
“pura”, p(r) [Berberan-Santos et al 2006]. Este facto mostra que o paraˆmetro µ da
distribuic¸a˜o espacial e´ o mesmo para uma e outra abordagens.
5.3 Superdifusa˜o com redistribuic¸a˜o completa
Nesta secc¸a˜o sera˜o apresentados alguns resultados que evidenciam o cara´cter
superdifusivo do movimento foto´nico no seio de um vapor ato´mico, para condic¸o˜es
de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias. Os perfis espectrais considerados sera˜o
os de Doppler, Lorentz e Voigt. Os resultados em questa˜o referem-se a` func¸a˜o de
opacidades de linha, a` func¸a˜o de distribuic¸a˜o de tamanho de saltos e a` pro´pria
distribuic¸a˜o espectral considerada.
O cara´cter superdifusivo do aprisionamento radiativo pode ser evidenciado pelo
comportamento assimpto´tico das treˆs func¸o˜es ja´ mencionadas. O comportamento
dos perfis espectrais para frequeˆncias nas asas das distribuic¸o˜es pode ser observado
na Fig. 5.4.
Figura 5.4 : Espectros de absorc¸a˜o, em escala logar´ıtmica, de Lorentz, Voigt com a =
1× 10−1, 1× 10−2 e 1× 10−3 e Doppler.
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Nesta figura e´ evidente a existeˆncia de um comportamento assimpto´tico para as
distribuic¸o˜es de Lorentz e de Voigt e a queda abrupta para o perfil de Doppler. Ale´m
disto, verifica-se tambe´m que esse comportamento e´ ideˆntico para as distribuic¸o˜es
de Voigt, com qualquer paraˆmetro a, e de Lorentz. Mesmo para o paraˆmetro a
mais pequeno, a = 1 × 10−3, para o qual o comportamento espectral dos foto˜es do
centro de linha e´ muito semelhante ao de Doppler, os foto˜es das asas manifestam
um comportamento tipicamente Lorentziano, revelando um peso significativo na
distribuic¸a˜o. As distribuic¸o˜es de Voigt esta˜o ordenadas, como e´ ja´ conhecido, com
o paraˆmetro a decrescente no sentido da distribuic¸a˜o de Doppler. Atendendo a`
Eq. 5.41, verifica-se que:
log[Φ(x)] ∼
x→∞
−p log(x), (5.71)
pelo que o declive das rectas origina directamente o valor do paraˆmetro p. Para os
perfis de Lorentz e Voigt, este valor (obtido pelo ajuste de uma recta aos pontos da
func¸a˜o de Lorentz, para log(x) ≥ 2) e´ de p = 2, 000. Quando se considera o perfil
espectral de Doppler, na˜o se verifica a existeˆncia de um comportamento assimpto´-
tico do mesmo tipo, uma vez que a densidade de probabilidade de emissa˜o decresce
muito rapidamente para zero.
No que concerne a` ODF, foi verificado na secc¸a˜o anterior que, para Doppler e
Lorentz, esta func¸a˜o tem uma expressa˜o anal´ıtica, na˜o sendo por isso necessa´rio re-
correr a me´todos nume´ricos para resolver o integral impl´ıcito na Eq. 5.36 (resultante
da func¸a˜o Ψ′(k)). Isto ja´ na˜o sucede quando a distribuic¸a˜o espectral e´ a de Voigt.
Neste caso, e´ efectivamente necessa´rio recorrer a me´todos nume´ricos para efectuar
o ca´lculo da func¸a˜o.
Os resultados obtidos para as treˆs distribuic¸o˜es espectrais, quer o tenham sido
atrave´s das expresso˜es anal´ıticas constantes nas Eqs. 5.37 e 5.38, quer por ca´lculo
nume´rico, esta˜o patentes nos gra´ficos da Fig. 5.5, onde o da esquerda apresenta H(k)
em escala linear, enquanto o da direita apresenta a mesma func¸a˜o, mas em escala
logar´ıtmica, de modo a evidenciar a sua tendeˆncia assimpto´tica.
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Figura 5.5 : Func¸a˜o de distribuic¸a˜o de opacidades, para os perfis espectrais de Doppler,
Lorentz e Voigt a=10−3, 10−2, 10−1, 5× 10−1, 1 e 10.
Os gra´ficos revelam va´rios aspectos interessantes. Em primeiro lugar, atendendo
ao gra´fico em escala linear de opacidades, verifica-se que a ODF para a distribuic¸a˜o
de Voigt com paraˆmetros pequenos (a menor ou igual a 1 × 10−2), praticamente
coincide com a de Doppler, de tal modo que as suas linhas surgem sobrepostas.
Do mesmo modo, quando o paraˆmetro de Voigt e´ elevado (neste caso, a=10), a
distribuic¸a˜o de opacidades para este perfil sobrepo˜e-se a` do perfil Lorentziano.
Os perfis espectrais de Voigt encontram-se localizados entre os de Doppler e
Lorentz, no sentido do paraˆmetro a crescente, como ja´ foi va´rias vezes evidenciado.
Este comportamento e´ observado em todas as func¸o˜es dependentes destes perfis,
analisadas ate´ agora. No entanto, e´ de realc¸ar que, para a func¸a˜o densidade de
probabilidade de opacidades de linha, isto na˜o se verifica. Para os paraˆmetros de
Voigt considerados, verifica-se que a ODF para a = 1, cai fora dos limites impostos
pelas distribuic¸o˜es espectrais de Doppler e Lorentz. Apesar deste facto, a` medida
que o paraˆmetro de Voigt vai aumentando, a distribuic¸a˜o de opacidade volta a
aproximar-se da que considera o perfil de Lorentz, ate´ que para paraˆmetros a iguais
ou superiores a 10, praticamente coincide com esta. A justificac¸a˜o para tal prende-
se apenas com a necessidade de normalizac¸a˜o da func¸a˜o ODF. Nos limites de um
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paraˆmetro de Voigt muito pequeno ou muito elevado, os comportamentos de Doppler
ou Lorentz, respectivamente, sa˜o recuperados, como se esperaria.
O comportamento assimpto´tico das ODF’s, i.e., na situac¸a˜o de k → 0, e´ vis´ıvel
no gra´fico do lado direito da Fig. 5.5. Nesta imagem e´ facilmente observa´vel a
existeˆncia dos dois tipos de comportamentos descritos anteriormente. A ODF com
perfil espectral de Doppler comporta-se de modo completamente diferente das de
Lorentz e Voigt, para a regia˜o de pequenas opacidades. A u´ltima apresenta a mesma
tendeˆncia assimpto´tica que a da ODF de Lorentz [Berberan-Santos et al 2006]. Este
resultado era previs´ıvel, se se atender ao facto de os comportamentos assimpto´ticos
destes perfis espectrais serem o mesmo e de se ter conclu´ıdo, com base na Eq. 5.47,
que uma igual tendeˆncia assimpto´tica no perfil espectral origina o mesmo cara´cter
na ass´ımptota da ODF.
O paraˆmetro p pode ser obtido atrave´s do declive da recta que representa o
regime assimpto´tico de H(k), uma vez que, atendendo a` Eq. 5.47, vem:
logH(k) ∼
k→0
−1
p
logk. (5.72)
Por ajuste linear de uma recta aos pontos de um gra´fico log[H(k)] vs. log(k)
(utilizando os pontos em que −7 ≤ log(k) ≤ −3), para o perfil espectral de Lo-
rentz, obte´m-se um declive de −0, 500, o que corresponde a um paraˆmetro p de
−1/p = −0, 500 ⇔ p = 2, 00. Este valor vem confirmar o valor obtido na ana´lise
ao comportamento assimpto´tico do perfil espectral de Lorentz. Para a ODF com o
perfil espectral de Doppler, na˜o existe uma tendeˆncia assimpto´tica do mesmo tipo,
como esta´ patente no gra´fico da Fig. 5.5. Este facto vem confirmar o ja´ observado
no gra´fico de log[Φ(x)] vs. log(x). Para as ODF’s com os perfis de Voigt, verifica-se
que o seu comportamento assimpto´tico e´ o mesmo da distribuic¸a˜o com perfil de Lo-
rentz, tal como ja´ verificado nas situac¸o˜es anteriores. Deste modo, mesmo para os
paraˆmetros de Voigt menores, conclui-se que o paraˆmetro p e´ o mesmo que para a
distribuic¸a˜o de perfil espectral Lorentziano, ou seja p = 2, 00.
As distribuic¸o˜es de opacidades revelam um cara´cter dualista, quando se consi-
deram as com distribuic¸a˜o espectral de Voigt. Para valores de opacidades de linha
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muito pequenos, que correspondem a frequeˆncias elevadas, o seu cara´cter coincide
com o das com perfil de Lorentz, sendo que este se comec¸a a manifestar para valores
de k maiores quando o paraˆmetro de Voigt cresce, ou seja, as asas da distribuic¸a˜o
comec¸am a revelar-se para frequeˆncias menores. No entanto, para valores de k mais
elevados, i.e., frequeˆncias do centro de linha, as ODF’s com paraˆmetros de Voigt
pequenos (ate´ cerca de 1 × 10−2) praticamente coincidem com a de Doppler (ob-
serva´vel no gra´fico em escala linear de opacidades – o da esquerda – na Fig. 5.5)
[Berberan-Santos et al 2006]. Este comportamento vem totalmente de encontro ao
observado relativamente aos pro´prios perfis espectrais mencionados.
A absorc¸a˜o nas asas da distribuic¸a˜o e´ muito pouco prova´vel, pelo que, quando
ocorre, esta´ normalmente associada a uma elevada distaˆncia percorrida. Consequen-
temente, ao comportamento assimpto´tico das func¸o˜es de distribuic¸a˜o espectrais esta´
associado o comportamento assimpto´tico da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos. O
paraˆmetro µ pode ser obtido atrave´s das suas ass´ımptotas, pelo que interessa atender
a estas distribuic¸o˜es.
Figura 5.6 : Probabilidade de tamanho de saltos, em escala logar´ıtmica, para as distri-
buic¸o˜es espectrais de Lorentz, Voigt com a = 1× 10−1, 1× 10−2 e 1× 10−3 e Doppler.
A distribuic¸a˜o de tamanho de saltos foi ja´ apresentada na Fig. 3.3, no cap´ıtulo
3, pa´gina 107. No entanto, e´-lhe dada uma nova roupagem, de modo a evidenciar o
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valor do paraˆmetro µ. Entre as distribuic¸o˜es onde se consideram os perfis espectrais
de Doppler e Lorentz, encontram-se as de Voigt, ordenadas do modo habitual. No
entanto, e´ interessante reforc¸ar a ideia, ja´ discutida no cap´ıtulo 3, que a transic¸a˜o
entre o cara´cter de Doppler, para paraˆmetros de Voigt menores, e o de Lorentz, para
a’s maiores, na˜o se faz gradualmente, mas antes tem uma zona de inflexa˜o abrupta
para distaˆncias de, aproximadamente, 1/a [Pereira et al 2004]. Nesta regia˜o, p(r)
transita entre um comportamento muito semelhante ao da func¸a˜o com distribuic¸a˜o
espectral de Doppler para um regime assimptoticamente Lorentziano.
Na Fig. 5.6 observam-se facilmente dois caracteres assimpto´ticos diferentes: o
manifestado pela distribuic¸a˜o com o perfil de Doppler e o outro evidenciado pelas
distribuic¸o˜es com os de Lorentz e Voigt (para todos os paraˆmetros). A distribuic¸a˜o
de tamanhos de saltos, onde a distribuic¸a˜o espectral e´ governada pelo alargamento
natural (e/ou colisional), para r elevados tem a forma [Pereira et al 2004]:
p(r) ∼
r→∞
1
r3/2
, (5.73)
ou seja, (1 + µ) = 3/2 ⇔ µ = 1/2. Para vapores nos quais o efeito de Doppler e´
dominante, vem:
p(r) ∼
r→∞
1
r2(lnr)1/2
, (5.74)
que resulta em µ = 1 + 1
2
ln[ln(r)]
ln(r)
, sendo que µ tende para 1, a` medida que r → ∞.
De acordo com a Eq. 5.31, a relac¸a˜o logar´ıtmica expressa no gra´fico da´ origem a
rectas onde o declive fornece o coeficiente µ,
log[p(r)] ∼
r→∞
−(1 + µ)log(r). (5.75)
Fazendo um ajuste linear aos pontos de log[p(r)], para log(r) ≥ 4, verifica-se
que o declive da recta vale, para a distribuic¸a˜o de Lorentz, -1,5000, o que significa
que o paraˆmetro µ e´ −(1 + µ) = −1, 5000 ⇔ µ = 0, 5000, como previsto teorica-
mente [Pereira et al 2004]. Para as distribuic¸o˜es com os perfis espectrais de Voigt,
o paraˆmetro µ apresenta o mesmo valor. A distribuic¸a˜o assimpto´tica de p(r), para
o perfil de Doppler (tamanhos de salto superiores a 1000), apresenta um declive de
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Paraˆmetro p µ
Lorentz 2 1/2
Voigt 2 1/2
Doppler – 1
Tabela 5.1 : Paraˆmetros superdifusivos p e µ para as distribuic¸o˜es de Lorentz, Voigt e
Doppler.
-2,04, pelo que o paraˆmetro µ vale −(1 + µ) = −2, 04 ⇔ µ = 1, 04, muito pro´ximo
do valor 1, previsto em [Pereira et al 2004].
A tabela 5.1 condensa o valor dos paraˆmetros que definem o comportamento su-
perdifusivo dos foto˜es em vapores ato´micos, p e µ, para os diferentes perfis espectrais
considerados em situac¸a˜o de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias.
As grandezas aqui analisadas demonstram uma caracter´ıstica importante das
distribuic¸o˜es de Voigt. Quando se atende ao comportamento das func¸o˜es para o
centro de linha ou para distaˆncias pequenas, verifica-se que se manifesta claramente
um comportamento do tipo de Doppler. Por outro lado, para frequeˆncias nas asas
da distribuic¸a˜o ou para tamanhos de saltos maiores, o comportamento apresentado
e´ equivalente ao das distribuic¸o˜es de Lorentz.
Esta caracter´ıstica vai manifestar-se na topologia das trajecto´rias foto´nicas, con-
forme demonstrado por Pereira, em 2004 [Pereira et al 2004]. As trajecto´rias descri-
tas pelos foto˜es onde o meio apresenta distribuic¸a˜o espectral de Voigt sa˜o regidas por
comportamentos diferentes, conforme a escala. Para distaˆncias pequenas, onde os
efeitos de Doppler prevalecem, a trajecto´ria e´ constitu´ıda por inu´meros passos, mas
de reduzida dimensa˜o. Para uma escala maior, prevalecem os passos de elevad´ıssi-
mas dimenso˜es, apesar de serem em nu´mero muito reduzido, dando origem a uma
trajecto´ria do tipo da de Lorentz (observa´vel na Fig. 3 de [Pereira et al 2004]). As-
sim, a topologia das trajecto´rias de foto˜es em meios com perfis espectrais de Voigt e´
de dois tipos: a uma escala pequena e´ do tipo da de Doppler, enquanto que a escalas
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superiores e´ o tipo Lorentziano que predomina. A este tipo de trajecto´ria chama-se,
em ingleˆs, “self-affine fractal”.
5.4 Superdifusa˜o com redistribuic¸a˜o parcial
Nesta secc¸a˜o sera˜o apresentados resultados referentes a` func¸a˜o de opacidades
de linha, a` func¸a˜o de distribuic¸a˜o de tamanho de saltos e a` pro´pria distribuic¸a˜o
espectral considerada, para condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias, de
modo a evidenciar o comportamento assimpto´tico destas func¸o˜es.
Os perfis espectrais das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias RI , RII e RIII
(normalizados com o espectro de absorc¸a˜o – Θ(x|x′) = R(x, x′)/Φ(x′)), esta˜o expos-
tos na Fig. 5.7, em escala logar´ıtmica, de modo a destacar a existeˆncia ou na˜o de
uma tendeˆncia assimpto´tica para estas func¸o˜es.
As func¸o˜es de redistribuic¸a˜o apresentam dois tipos de comportamento diferen-
tes. Por um lado, as func¸o˜es RI e RII apresentam um decaimento para valores
muito pequenos, muito rapidamente, i.e., para valores de frequeˆncia de emissa˜o re-
lativamente baixos. Por outro lado, a func¸a˜o RIII apresenta uma clara tendeˆncia
assimpto´tica, igual para todos os valores de frequeˆncia de absorc¸a˜o. Este comporta-
mento assimpto´tico e´ do tipo de lei de poteˆncias, descrito na Eq. 5.56. Deste modo,
e´ poss´ıvel concluir que o paraˆmetro p, em particular pe, pode ser obtido atrave´s da
relac¸a˜o
log[Θ(x|x′)] ∼
x→∞
−pe log(x), (5.76)
va´lida para valores elevados de frequeˆncia de emissa˜o. Fazendo um ajuste linear
aos pontos da func¸a˜o de redistribuic¸a˜o, obte´m-se um valor de pe de pe = −2, 0000
(determinado para frequeˆncias de emissa˜o superiores a 100 e va´rias frequeˆncias de
absorc¸a˜o).
O valor do paraˆmetro p para a func¸a˜o RIII coincide exactamente com o dos
perfis espectrais de Lorentz e Voigt, nas condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em
frequeˆncias. Este facto demonstra que o comportamento assimpto´tico desta func¸a˜o
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Figura 5.7 : Espectro de emissa˜o, em escala logar´ıtmica, para as distribuic¸o˜es espectrais
de RI e RII e RIII , com a = 1×10−3, para as frequeˆncias de absorc¸a˜o x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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de redistribuic¸a˜o e´ o mesmo que para condic¸o˜es de CFR. No entanto, tanto para a
func¸a˜o RI , como para a RII , na˜o se manifesta uma tendeˆncia assimpto´tica do mesmo
tipo, pelo que tambe´m na˜o se pode obter o paraˆmetro p para estas distribuic¸o˜es.
E´ poss´ıvel comparar a func¸a˜o de distribuic¸a˜o espectral para a mesma func¸a˜o
de redistribuic¸a˜o e va´rios paraˆmetros de Voigt. Considerando a func¸a˜o RIII e os
paraˆmetros a = 1 × 10−1, a = 1 × 10−2 e a = 1 × 10−3, para uma determinada
frequeˆncia de absorc¸a˜o (x′ = 0), obte´m-se a comparac¸a˜o expressa na Fig. 5.8.
Figura 5.8 : Espectro de emissa˜o quando a frequeˆncia de absorc¸a˜o e´ x′ = 0, em escala
logar´ıtmica, para a distribuic¸a˜o espectral RIII , com a = 1× 10−3, 1× 10−2 e 1× 10−1.
Como se pode observar no gra´fico, o comportamento assimpto´tico da func¸a˜o
RIII e´ o mesmo para qualquer paraˆmetro de Voigt, havendo apenas um factor de
escala a diferenciar os valores da func¸a˜o de redistribuic¸a˜o. De acordo com os factos ja´
conhecidos, a distribuic¸a˜o com o paraˆmetro menor apresenta valores de densidade de
probabilidade menores, para o mesmo valor de frequeˆncia de emissa˜o. Isto significa
que as asas da distribuic¸a˜o sa˜o mais significativas para os perfis com paraˆmetros de
Voigt superiores, como e´ ja´ reconhecido.
O facto a realc¸ar da ana´lise do gra´fico da figura 5.8 e´, contudo, a existeˆncia da
mesma tendeˆncia assimpto´tica para a distribuic¸a˜o RIII com quaisquer paraˆmetros
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de Voigt. Ao serem comparados os perfis de emissa˜o para diferentes frequeˆncias de
absorc¸a˜o, os limites assimpto´ticos seriam os ja´ expressos, como se pode concluir da
Fig. 5.7.
O cara´cter superdifusivo do aprisionamento radiativo manifesta-se claramente,
quando a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias e´ a RIII , ou seja, na si-
tuac¸a˜o em que ha´ redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias no referencial do a´tomo
em repouso, mas ja´ na˜o existe quando a situac¸a˜o e´ de coereˆncia completa no refe-
rencial do a´tomo, ou seja, nas condic¸o˜es de aplicabilidade das func¸o˜es RI e RII . A
discussa˜o deste to´pico sera´ retomada apo´s a ana´lise das distribuic¸o˜es da opacidade
de linha e das distribuic¸o˜es de tamanho de saltos.
A existeˆncia de um comportamento do tipo de voo de Le´vy em vapores ato´micos,
quando os perfis espectrais de emissa˜o correspondem a func¸o˜es de redistribuic¸a˜o
parcial em frequeˆncias, pode ser testada atrave´s da ana´lise da tendeˆncia assimpto´tica
da distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos, p(r|x′). Para as func¸o˜es RI , RII e RIII
estas distribuic¸o˜es de tamanho de saltos sa˜o apresentadas nas Figs. 5.9, 5.10 e 5.11,
respectivamente.
Figura 5.9 : Distribuic¸a˜o de tamanho de salto, para Doppler, Lorentz e RI , para frequeˆn-
cias de absorc¸a˜o de x’=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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Pela ana´lise dos gra´ficos das Fig. 5.9 a 5.11 confirma-se a na˜o existeˆncia de uma
ass´ımptota, do mesmo tipo da existente para RIII , quando se trata da distribuic¸a˜o
com espectro de emissa˜o RII , mas observa-se para RI um comportamento assimpto´-
tico evidente. O tipo de comportamento observado para as distribuic¸o˜es espectrais,
na˜o e´ integralmente verificado para as func¸o˜es de distribuic¸a˜o de tamanho de saltos,
uma vez que o perfil espectral de RI decai muito rapidamente, enquanto que a func¸a˜o
p(r|x′), com este perfil espectral, apresenta uma tendeˆncia assimpto´tica evidente.
A distribuic¸a˜o de tamanhos de saltos para o perfil espectral de RII representada
na Fig. 5.10 na˜o apresenta uma tendeˆncia assimpto´tica do mesmo tipo da de RI ou
RIII . Para valores menores de r, observa-se a diminuic¸a˜o muito pouco acentuada
da func¸a˜o p(r). Subitamente, da´-se um corte abrupto nesta tendeˆncia e verifica-se a
diminuic¸a˜o muito acentuada da densidade de probabilidade, decaindo rapidamente
para zero. Este cara´cter de comportamento dualista manifesta-se a tamanhos de
saltos diferentes, conforme o paraˆmetro de Voigt. Quanto maior este for, mais cedo
ocorre o corte em p(r). Ale´m disto, tambe´m se verifica que para frequeˆncias mais
afastadas nas asas, a mudanc¸a de comportamento manifesta-se tambe´m para maiores
tamanhos de saltos. A distribuic¸a˜o para o perfil espectral RII manifesta enta˜o
uma tendeˆncia “assimpto´tica” para valores de r menores, que pode ser identificada
com um comportamento do tipo superdifusivo nessa escala de opacidades globais,
enquanto que, para tamanhos de saltos superiores, esse comportamento deixa de ser
evidenciado.
A func¸a˜o RI na˜o depende do paraˆmetro de Voigt, visto o perfil de absorc¸a˜o nas
condic¸o˜es de aplicabilidade desta func¸a˜o ser o de Doppler e na˜o o de Voigt. Logo,
a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos depende apenas da frequeˆncia de absorc¸a˜o.
Para os valores inteiros de x′ de zero a cinco, a func¸a˜o e´ apresentada. O compor-
tamento assimpto´tico verificado e´ o mesmo para todas as frequeˆncias de absorc¸a˜o,
mas ha´ um factor de escala a diferenciar o valor de p(r|x′). E´ interessante notar
a existeˆncia de dois regimes diferentes e de uma transic¸a˜o brusca entre eles. Para
distaˆncias mais curtas, o comportamento da func¸a˜o coincide para todas as frequeˆn-
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Figura 5.10 : Distribuic¸a˜o de tamanho de salto, para RII , para frequeˆncias de absorc¸a˜o
de x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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Figura 5.11 : Distribuic¸a˜o de tamanho de salto, para RIII , para frequeˆncias de absorc¸a˜o
de x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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cias de absorc¸a˜o e apresenta um declive mais suave do que para distaˆncias mais
elevadas. Este declive na˜o coincide nem com o existente na p(r) de Doppler, nem
na de Lorentz, como se pode observar na figura. Este comportamento esta´, muito
provavelmente, associado com a redistribuic¸a˜o na regia˜o do centro de linha onde ha´
uma redistribuic¸a˜o constante (conferir a Fig. 3.4, do cap´ıtulo 3, onde a func¸a˜o RI
e´ apresentada em escala linear e torna-se bem vis´ıvel o patamar central de redistri-
buic¸a˜o constante). A esta redistribuic¸a˜o na˜o esta´ associado um cara´cter do tipo de
Doppler, nem do tipo de Lorentz. A uma determinada distaˆncia, que depende da
frequeˆncia de absorc¸a˜o, da´-se uma transic¸a˜o para outro regime em que o declive do
gra´fico que representa a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos se acentua consideravel-
mente. A relac¸a˜o entre o valor da frequeˆncia de absorc¸a˜o e a distaˆncia a que se da´
a transic¸a˜o na˜o e´ evidente, mas e´ claramente vis´ıvel que quanto mais afastadas do
centro de linha as frequeˆncias de absorc¸a˜o forem, a transic¸a˜o entre os dois regimes
ocorre a distaˆncias na˜o proporcionalmente maiores, mas muito superiores. Assim,
para x′ = 0, a transic¸a˜o ocorre a uma distaˆncia (na escala de opacidades globais)
de cerca de 10 e para x′ = 1 a cerca de 25, enquanto que para x′ = 2, a transic¸a˜o
ja´ se da´ a uma opacidade global de 300. Para os tamanhos de saltos superiores, a
func¸a˜o RI apresenta a mesma tendeˆncia que a func¸a˜o p(r) de Doppler. O declive
da func¸a˜o (para log(r) ≥ 10 e x′ = 0), expressa em termos logar´ıtmicos e´ −2, 036.
O paraˆmetro µ, que define o cara´cter de voo de Le´vy, p(r|x′) ∼
r→∞
1
r(1+µ)
pode ser
obtido atrave´s do declive da recta log[p(r|x′)] = −(1+µ)log(r). Consequentemente,
obte´m-se −(1+µ) = −2, 036⇔ µ = 1, 036, que e´ um valor praticamente coincidente
com o obtido para a func¸a˜o com o perfil de emissa˜o de Doppler. Assim, confirma-se
que a tendeˆncia assimpto´tica da distribuic¸a˜o de tamanho de saltos para RI existe e
coincide com a de Doppler.
Relativamente a` distribuic¸a˜o de tamanho de saltos para o perfil espectral RIII ,
esta e´ apresentada para diferentes paraˆmetros de Voigt. Para cada a, sa˜o consi-
deradas va´rias frequeˆncias de absorc¸a˜o. A tendeˆncia assimpto´tica e´ a mesma para
qualquer frequeˆncia de absorc¸a˜o e para qualquer paraˆmetro de Voigt, sendo que
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RIII(x|x′) para o mesmo a coincidem e para a’s diferentes, sa˜o paralelas.
As distribuic¸o˜es para os paraˆmetros de Voigt maiores atingem o regime assimpto´-
tico muito mais rapidamente. Quando a = 0, 1, o regime assimpto´tico e´ atingido
a partir do tamanho de salto de cerca de 600, enquanto que para a = 0, 001, o
mesmo so´ se alcanc¸a para tamanhos de saltos superiores a 2 × 105. Este facto e´
justificado pela maior importaˆncia que as asas da distribuic¸a˜o apresentam com o
valor crescente do paraˆmetro de Voigt, o que implica uma aproximac¸a˜o mais ra´pida
do comportamento superdifusivo evidenciado para as func¸o˜es com paraˆmetros de
Voigt mais elevados. O comportamento diferenciado de acordo com a frequeˆncia
de absorc¸a˜o so´ e´ vis´ıvel ate´ se atingir o regime assimpto´tico, altura em que, para
todas as frequeˆncias de absorc¸a˜o, a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos tem o mesmo
comportamento.
Relativamente a` distribuic¸a˜o de tamanho de saltos com perfil espectral RIII , o
paraˆmetro µ pode ser encontrado da mesma forma que anteriormente. Efectuando
um ajuste linear aos pontos da func¸a˜o para log(r) ≥ 5, 2 (para a = 1 × 10−3 e fre-
queˆncia de absorc¸a˜o x′ = 0), obte´m-se um declive de −1, 490, pelo que o paraˆmetro
µ vem −(1 + µ) = −1, 490 ⇔ µ = 0, 490. Este valor e´ praticamente coincidente
com o valor de 1/2, correspondente a este paraˆmetro para o caso de CFR, com
as distribuic¸o˜es de Lorentz e Voigt. Assim, e´ poss´ıvel concluir que o comporta-
mento superdifusivo da radiac¸a˜o e´ do mesmo tipo, tanto quando existem condic¸o˜es
de CFR com as distribuic¸o˜es de Lorentz e Voigt, como de PFR, com o perfil de RIII .
A func¸a˜o densidade de probabilidade de opacidade de linha esta´ representada
nas Figs. 5.12, 5.13 e 5.14 para as distribuic¸o˜es espectrais de RI , RII e RIII , respec-
tivamente.
Da ana´lise dos gra´ficos, o primeiro aspecto que se observa e´ o facto de, quando a
func¸a˜o de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias e´ RII existir um corte abrupto no valor de
H(k|x′), que provoca lim
k→0
H(k|x′) → 0. Isto vem confirmar as observac¸o˜es ja´ efec-
tuadas, relativamente a`s func¸o˜es de distribuic¸a˜o espectral e distribuic¸a˜o de tamanho
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Figura 5.12 : Distribuic¸a˜o de opacidades de linha, em escala logar´ıtmica, para a distri-
buic¸a˜o espectral RI e para frequeˆncias de absorc¸a˜o de x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
de saltos, para o perfil RII .
No que concerne a`s distribuic¸o˜es para o perfil de emissa˜o de RIII , e´ facilmente
observa´vel a existeˆncia de uma tendeˆncia assimpto´tica, igual para quaisquer frequeˆn-
cias de emissa˜o e paraˆmetros de Voigt considerados. Como referido anteriormente,
para os diferentes paraˆmetros a existe um factor de escala entre os valores de H(k)
(k → 0), mas o comportamento assimpto´tico verificado e´ o mesmo.
No gra´fico da Fig. 5.15 e´ poss´ıvel observar dois efeitos diferentes do valor do
paraˆmetro de Voigt, para a distribuic¸a˜o de RIII . O primeiro prende-se com o valor
da ODF nas asas da distribuic¸a˜o, ou seja, para valores pequenos de k e mostra que
este diminui a` medida que a tambe´m diminui, uma vez que as asas da distribuic¸a˜o
assumem uma maior importaˆncia para distribuic¸o˜es mais pro´ximas da Lorentziana.
O segundo efeito relaciona-se com a existeˆncia de dois regimes distintos de com-
portamento. O regime onde se manifesta a tendeˆncia assimpto´tica, e que reflecte
o cara´cter Lorentziano das asas da distribuic¸a˜o, e o regime para o centro de linha,
muito semelhante a` redistribuic¸a˜o de centro de linha de RI . A transic¸a˜o entre os
dois ocorre a um valor de opacidade de linha que depende do paraˆmetro de Voigt.
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Figura 5.13 : Distribuic¸a˜o de opacidades de linha, em escala logar´ıtmica, para a distri-
buic¸a˜o espectral RII e para frequeˆncias de absorc¸a˜o de x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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Figura 5.14 : Distribuic¸a˜o de opacidades de linha, em escala logar´ıtmica, para a distri-
buic¸a˜o espectral RIII e para frequeˆncias de absorc¸a˜o de x′=0, 1, 2, 3, 4 e 5.
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Figura 5.15 : Distribuic¸a˜o de opacidades de linha, em escala logar´ıtmica, para a distri-
buic¸a˜o espectral RIII , para x′ = 0 e com a = 1× 10−3, 1× 10−2 e 1× 10−1.
Quanto menor este for, a menores valores de k esta transic¸a˜o ocorre, ou seja, mais
afastada do centro de linha. Assim, o comportamento assimpto´tico do tipo de Lo-
rentz manifesta-se mais cedo, i.e, para maiores valores de k, quando o paraˆmetro a
e´ superior.
Relativamente a` distribuic¸a˜o de opacidades de linha com o perfil espectral RI ,
a ana´lise apresenta resultados diferentes. Verifica-se a existeˆncia de dois regimes,
embora diferentes do observado para a func¸a˜o com a distribuic¸a˜o espectral RIII . Um
corresponde a` redistribuic¸a˜o constante no nu´cleo central de frequeˆncias e outro cor-
responde ao comportamento dos foto˜es das asas de tipo de Doppler (contrariamente
a H(k)RIII , em que a ass´ımptota e´ Lorentziana). A transic¸a˜o entre os dois depende,
como visto para a func¸a˜o p(r|x′), da frequeˆncia de absorc¸a˜o. Quanto maior esta for,
mais nas asas da distribuic¸a˜o esta transic¸a˜o ocorre, ou seja, para menores valores
de opacidades de linha. Por este motivo, essa transic¸a˜o na˜o e´ vis´ıvel no gra´fico para
as frequeˆncias x′ = 4 e x′ = 5, mas ela ocorre. No entanto, apenas para opacidades
de linha inferiores a 1 × 10−6 (foi verificada essa transic¸a˜o de regime). O compor-
tamento no centro de linha e´ do mesmo tipo para todas as frequeˆncias de absorc¸a˜o
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representadas e na˜o corresponde nem a um comportamento do tipo de Doppler, nem
de Lorentz. Quanto a`s asas da distribuic¸a˜o, estas sa˜o, tipicamente, de tipo Doppler.
A u´nica distribuic¸a˜o de opacidades de linha com um cara´cter assimpto´tico mar-
cado e´ aquela cuja distribuic¸a˜o espectral e´ a correspondente a` func¸a˜o RIII . Para
esta e´ poss´ıvel estimar o paraˆmetro pe a partir da relac¸a˜o logar´ıtmica deduzida com
base na Eq. 5.62 expressa por:
log[H(k|x′)] ∼
k→0
−
[
1
pa
+
(
1− pe
pa
)]
log(k). (5.77)
Sabendo que pa corresponde ao paraˆmetro da distribuic¸a˜o de Voigt, ou seja,
pa = 2, 00, e´ poss´ıvel obter o paraˆmetro correspondente a` emissa˜o pe, determinando
o declive da recta obtida na distribuic¸a˜o de opacidades. Para valores de log(k) ≤ −5
e x′ = 0, obte´m-se o valor de −0, 500, de onde se conclui que pe = 2, 00. Este
valor confirma o valor encontrado na ana´lise do comportamento assimpto´tico da
func¸a˜o de distribuic¸a˜o espectral. Coincide tambe´m com o paraˆmetro p obtido para
as distribuic¸o˜es de Lorentz e Voigt, para condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o completa em
frequeˆncias.
Torna-se pertinente voltar a` ana´lise do comportamento das func¸o˜es estudadas,
quando o perfil espectral e´ o de RII , uma vez que este e´ o u´nico em que se verifica uma
quebra abrupta nas func¸o˜es consideradas. Essa quebra e´ a manifestac¸a˜o da falha do
cara´cter superdifusivo, para o mecanismo espectral de RII . Ao atender a` distribuic¸a˜o
de tamanho de saltos verifica-se que o cara´cter superdifusivo esta´ patente na regia˜o
de menores saltos, enquanto deixa de se verificar para saltos maiores. Comparando
com a distribuic¸a˜o de opacidades de linha, o mesmo comportamento e´ observado.
Para as opacidades menores, correspondentes a`s frequeˆncias das asas da distribuic¸a˜o,
ha´ uma quebra abrupta da func¸a˜o para zero. Consequentemente, para as asas da
distribuic¸a˜o na˜o se verifica a existeˆncia de um comportamento superdifusivo, como
acontece para RIII .
A existeˆncia de um cara´cter superdifusivo na migrac¸a˜o da energia em vapores
ato´micos esta´ relacionada com o tipo de redistribuic¸a˜o que ocorre no referencial do
a´tomo em repouso (ARF). Uma imagem geral dos efeitos da redistribuic¸a˜o parcial
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em frequeˆncias e´ captada atendendo a duas caracter´ısticas principais: (i) a coereˆncia
no ARF na˜o origina imediatamente coereˆncia no referencial do laborato´rio (LRF),
devido ao facto de a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o definida no referencial do a´tomo em
repouso ser pesada com a distribuic¸a˜o Maxwelliana de velocidades e (ii) apesar disto,
o cara´cter de redistribuic¸a˜o (ou na˜o) no ARF vai, eventualmente, manifestar-se como
a correspondente ass´ımptota Lorentziana no LRF para opacidades de linha pequenas,
mas vapores suficientemente densos. A redistribuic¸a˜o completa no ARF para RIII
vai dar origem a` ass´ımptota Lorentziana de CFR, de cara´cter superdifusivo, em meio
infinito, mesmo sob condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias. A coereˆncia
completa no ARF, para a distribuic¸a˜o de RII , vai revelar-se no LRF como uma
quebra no cara´cter superdifusivo.
A redistribuic¸a˜o parcial no LRF deve-se a` redistribuic¸a˜o de tipo Lorentz no
ARF. Quando esta e´ causada pelo alargamento natural e colisional, um paraˆme-
tro de Voigt mais elevado vai corresponder a um efeito de maior redistribuic¸a˜o no
ARF. Quando e´ causada pelo alargamento exclusivamente natural, mante´m-se a
coereˆncia completa no referencial do a´tomo. Estes efeitos podem ser deduzidos sem
tomar em considerac¸a˜o o alargamento de Doppler, uma vez que este so´ redistribui
o perfil espectral do ARF para o referencial do laborato´rio com a largura natural
de Doppler, na˜o alterando os efeitos verificados. Concomitantemente, um aumento
no paraˆmetro de Voigt vai implicar uma diminuic¸a˜o na importaˆncia dos efeitos da
redistribuic¸a˜o parcial para RIII e um valor superior de opacidade de linha para a
quebra do comportamento superdifusivo de RII .
A migrac¸a˜o da energia de excitac¸a˜o electro´nica e´ regida, a uma escala elevada
de opacidade global, por um comportamento do tipo superdifusivo de CFR Lorentz,
quando no referencial do a´tomo em repouso ha´ redistribuic¸a˜o completa em frequeˆn-
cias. Quando a emissa˜o e´ intrinsecamente coerente, o cara´cter da migrac¸a˜o e´ de
difusa˜o regular, apesar de a pequenas escalas haver uma forte retenc¸a˜o do cara´cter
superdifusivo.
A equac¸a˜o de difusa˜o (Eq 5.5) pode ser considerada aproximadamente va´lida
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para escalas elevadas. Nas condic¸o˜es experimentais em que as condic¸o˜es de RII
sejam realistas e para tamanhos de saltos suficientemente elevados, considerar a di-
fusa˜o como Browniana e´ va´lido para a distribuic¸a˜o de RII . Assim, em princ´ıpio,
devera´ ser poss´ıvel utilizar uma equac¸a˜o do tipo das de difusa˜o para a redistribuic¸a˜o
representada por RII , tanto para as coordenadas espaciais como de frequeˆncia. Para
escalas menores e para tempos mais baixos (nu´mero de saltos menor), permanece
um cara´cter de difusa˜o ra´pida pois a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos tem uma
diminuic¸a˜o bastante suave; os saltos relativamente grandes sa˜o bastante prova´veis.
Devera´ tambe´m ser poss´ıvel definir um coeficiente me´dio de transporte para a mi-
grac¸a˜o da radiac¸a˜o, mesmo para uma escala pequena em que o comportamento e´
semelhante ao comportamento superdifusivo, pois os saltos maiores correspondem
ao escape do volume considerado.
O ca´lculo das diversas func¸o˜es analisadas, em particular a distribuic¸a˜o de opaci-
dades de linha, foi efectuado tendo em conta as func¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias integradas no aˆngulo R(x′, x), que inclui a aproximac¸a˜o de considerar
a emissa˜o isotro´pica e na˜o as func¸o˜es resolvidas no aˆngulo, R(x′,k′;x,k). Como ja´
foi discutido no cap´ıtulo 2, existem va´rias razo˜es que justificam o uso desta apro-
ximac¸a˜o, sem preju´ızo para as concluso˜es alcanc¸adas. Em primeiro lugar, foi ja´
provado que a dependeˆncia das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o com a frequeˆncia e´ muito
mais marcada do que com o aˆngulo entre a direcc¸a˜o de absorc¸a˜o e a direcc¸a˜o de
emissa˜o [Mihalas 1978, Cannon 1985, Hubeny 1984], isto e´, a dependeˆncia da fre-
queˆncia domina sobre a angular. Ale´m deste facto, foi verificado que o comporta-
mento assimpto´tico das func¸o˜es integradas no aˆngulo ou resolvidas no aˆngulo e´ o
mesmo [Frisch 1980], pelo que o comportamento assimpto´tico das func¸o˜es que resul-
tem da utilizac¸a˜o das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o integradas no aˆngulo ou resolvidas no
aˆngulo devera´ ser o mesmo. A dependeˆncia angular das func¸o˜es de redistribuic¸a˜o em
frequeˆncias e´, portanto, irrelevante no que concerne ao comportamento assimpto´tico
dessas func¸o˜es e das que delas adveˆm.
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A func¸a˜o de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias RII remete para uma situac¸a˜o em
que o mecanismo de alargamento da linha espectral, no referencial do a´tomo em re-
pouso, e´ apenas o alargamento natural. No referencial do laborato´rio, surge tambe´m
o alargamento de Doppler. Na˜o ocorrem coliso˜es que influenciem a FWHM da dis-
tribuic¸a˜o de Lorentz. Por outro lado, a func¸a˜o RIII refere-se a` situac¸a˜o em que
ale´m do alargamento natural e de Doppler, manifesta-se tambe´m o alargamento
colisional. As coliso˜es ocorrem frequentemente, originando uma situac¸a˜o de total re-
distribuic¸a˜o de frequeˆncias, no ARF. Estas duas func¸o˜es, RII e RIII , sa˜o as func¸o˜es
cla´ssicas e habitualmente utilizadas no estudo de situac¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial
em frequeˆncias. No entanto, tanto uma como outra, remetem para casos limite, que
raras vezes ocorrem nas situac¸o˜es concretas de redistribuic¸a˜o em vapores ato´micos
[Mihalas 1978, Post 1986, Stenflo 1996].
A probabilidade que uma colisa˜o ela´stica destrua a correlac¸a˜o entre as frequeˆncias
dos foto˜es absorvidos e reemitidos no ARF, Pc, pode ser usada para definir uma
func¸a˜o de redistribuic¸a˜o em frequeˆncias, adaptada a cada situac¸a˜o concreta. Como
ja´ visto em cap´ıtulos anteriores:
R(x′, x) = (1− Pc)RII(x′, x) + PcRIII(x′, x), (5.78)
onde Pc =
γc
γc+Γr
. Como visto no cap´ıtulo 4, γc refere-se a` taxa de coliso˜es ela´sticas
sofridas pelas espe´cies excitadas. Para os limites de altas densidades, a func¸a˜o Pc
tende para 1, enquanto que para baixas densidades, o seu valor aproxima-se do 0.
Consequentemente, para vapores muito pouco densos e em condic¸o˜es de redistri-
buic¸a˜o parcial em frequeˆncias, a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o indicada e´ RII , enquanto
que para vapores muito densos, a escolha tende para RIII . Para valores interme´-
dios de densidades, a func¸a˜o evidenciada na equac¸a˜o anterior e´ a mais indicada,
dependendo o valor de Pc da densidade do vapor em causa.
Relativamente aos resultados experimentais discutidos no cap´ıtulo 4, referentes
a`s condic¸o˜es descritas nos artigos de Post e van deWeijer [Post 1986, Post et al 1986,
van de Weijer e Cremers 1985], as condic¸o˜es f´ısicas replicadas nas simulac¸o˜es efec-
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tuadas onde na˜o existia a´rgon correspondiam a valores de Pc que oscilavam entre
cerca de 1% e 30%. Para o primeiro valor de densidade de mercu´rio, ou seja, para
a probabilidade Pc mais baixa, isto significa que o peso relativo das func¸o˜es RII e
RIII e´ de 99% e 1%, respectivamente. Para a situac¸a˜o com a maior densidade de
mercu´rio, estes pesos alteram-se para 70% (RII) e 30% (RIII).
Figura 5.16 : Func¸a˜o espectral ponderada de RII e RIII , com Pc varia´vel.
Na Fig. 5.16 e´ apresentada a func¸a˜o R(x′, x), como a me´dia ponderada das
func¸o˜es de redistribuic¸a˜o RII e RIII , com a probabilidade de coliso˜es descorrelacio-
narem as frequeˆncias de absorc¸a˜o e reemissa˜o varia´vel entre 1% e 30%. O paraˆmetro
de Voigt considerado e´ a = 0, 1, muito pro´ximo do valor utilizado nas simulac¸o˜es
mencionadas anteriormente, em que a = 0, 085.
Como se pode concluir pela ana´lise do gra´fico, a func¸a˜o espectral resultante tem
um cara´cter marcadamente semelhante ao de RIII . Mesmo para o valor de Pc mais
baixo, para o qual apenas um por cento da redistribuic¸a˜o se deve ao mecanismo de
RIII e os outros noventa e nove por cento sa˜o governados por RII , a forma resultante
da func¸a˜o da redistribuic¸a˜o e´ correspondente a` da func¸a˜o RIII . No entanto, a` me-
dida que Pc diminui, verifica-se que o comportamento da func¸a˜o tende, para valores
de frequeˆncias mais pro´ximas do centro de linha, a coincidir com o de RII , passando
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a assumir o cara´cter de RIII apenas para frequeˆncias mais afastadas. Apesar desta
tendeˆncia, a passagem do comportamento tipo RII para o tipo RIII ocorre sensi-
velmente ao mesmo valor de frequeˆncia para os valores de Pc aqui considerados, ou
seja, na˜o se verifica uma grande diferenc¸a no valor desta frequeˆncia para Pc desde
1% ate´ 30%.
Mediante estes resultados e´ poss´ıvel concluir que os resultados experimentais
respeitantes a ce´lulas realistas e baseadas nos artigos supramencionados reflectem
um cara´cter superdifusivo com comportamento bastante similar ao da migrac¸a˜o sob
condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias com a func¸a˜o RIII . Mesmo para
Pc = 1%, o efeito colisional e´ determinante, pois condiciona o cara´cter superdifusivo
da migrac¸a˜o da excitac¸a˜o, inclusive em meios infinitos. Assim, apesar da existeˆncia
de coliso˜es capazes de descorrelacionar as frequeˆncias dos foto˜es emitidos e absorvi-
dos ser pouco significativa (pelo menos nas condic¸o˜es em que Pc = 0, 01), estas tera˜o
um papel fundamental na dinaˆmica da radiac¸a˜o no vapor, uma vez que quebram a
coereˆncia completa que se verificaria no referencial do a´tomo em repouso e originam
uma migrac¸a˜o foto´nica do tipo superdifusivo.
A esta discussa˜o e´ necessa´rio acrescentar que os efeitos das dimenso˜es f´ısicas
finitas da ce´lula na˜o foram consideradas. Um dos efeitos desta truncagem deve
manifestar-se no comportamento difusivo dos vapores com perfil espectral apenas
descrito pela func¸a˜o RII . Nesta situac¸a˜o, o comportamento observado podera´ ser
apenas o superdifusivo (que se manifesta para escalas menores), se o tamanho da
ce´lula for menor que o tamanho de saltos para o qual se manifesta a quebra abrupta
na func¸a˜o.
5.5 Considerac¸o˜es finais
Um comenta´rio final sobre a utilidade da func¸a˜o distribuic¸a˜o de opacidades de
linha nos meios astrof´ısicos impo˜e-se. Nestes, a distribuic¸a˜o espectral e´ deveras com-
plicada, uma vez que ha´ sobreposic¸a˜o, total ou parcial, de um elevado nu´mero de
linhas. Tambe´m em meios ato´micos laboratoriais, como os estudados neste traba-
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lho, a ocorreˆncia de estruturas complexas em vez de uma linha simples e´ comum;
tome-se como exemplo as estruturas isoto´picas e hiperfinas das linhas de 185 e 254
nm, estudadas no cap´ıtulo anterior. Tipicamente, a considerac¸a˜o completa e directa
da totalidade das linhas (a que se adiciona a emissa˜o no cont´ınuo quando existente)
na modelizac¸a˜o da dinaˆmica das reacc¸o˜es e´ proibitiva. No entanto, esta pode ser
substitu´ıda pelo uso da ODF, que tem a vantagem de ser uma func¸a˜o suave, apesar
de englobar a mesma informac¸a˜o fisicamente relevante que a distribuic¸a˜o espectral.
Os estudos pormenorizados desta abordagem mostram que as distribuic¸o˜es de opaci-
dades de linhas reproduzem correctamente (com uma exactida˜o bastante aceita´vel),
tanto fluxos emergentes como a estrutura f´ısica da atmosfera estelar [Mihalas 1978].
Em artigos publicados em 2001 e 2002, Wehrse e os seus colaboradores usaram
uma descric¸a˜o estat´ıstica em que o nu´mero de linhas era dado por uma distribuic¸a˜o
exponencial (de Poisson) com relativo sucesso [Baschek et al 2001, Wehrse et al
2002]. Contudo, nestes trabalhos na˜o foi tentada uma investigac¸a˜o da dependeˆncia
da ODF dos detalhes caracter´ısticos dos perfis espectrais e das suas propriedades.
No aˆmbito do presente trabalho (e do artigo [Alves-Pereira et al 2007a]) e´ dado
um passo importante nesta direcc¸a˜o, ja´ que e´ levada em considerac¸a˜o a influeˆncia
detalhada dos perfis de absorc¸a˜o e de emissa˜o no processo de difusa˜o ano´mala,
apesar de estes serem considerados como sendo constitu´ıdos por apenas uma linha.
Deste modo, este trabalho devera´ ter uma aplicac¸a˜o directa na direcc¸a˜o definida
pelo trabalho de Wehrse.
A utilizac¸a˜o da formulac¸a˜o em termos de ODF para o ca´lculo directo do perfil es-
pectral apresenta as vantagens de necessitar de um nu´mero reduzido de paraˆmetros,
de as expresso˜es anal´ıticas permitirem uma melhor compreensa˜o da influeˆncia dos
perfis espectrais no processo de transfereˆncia radiativa e de as distribuic¸o˜es de opa-
cidade de linha poderem ser eficientemente calculadas utilizando as transformadas
de Fourier [Baschek et al 2001, Wehrse et al 2002].
Cap´ıtulo 6
Concluso˜es
Foi feito um estudo simulacional do feno´meno de aprisionamento radiativo em
vapores ato´micos, com especial relevo para os efeitos da redistribuic¸a˜o parcial em
frequeˆncias, em cada evento de reemissa˜o po´s absorc¸a˜o.
Numa primeira fase do trabalho, foram consideradas ce´lulas unidimensionais e
calculados os paraˆmetros principais do aprisionamento. O processo de excitac¸a˜o das
ce´lulas foi variado entre excitac¸a˜o homoge´nea (baseado no modo de funcionamento
das laˆmpadas fluorescentes) e fotoexcitac¸a˜o, com uma fonte com perfil de emissa˜o
ideˆntico a` espe´cie radiante do interior da ce´lula. Assim, foram calculados a eficieˆncia
me´dia de populac¸a˜o para cada uma das n gerac¸o˜es simuladas, a probabilidade me´dia
de reabsorc¸a˜o de cada gerac¸a˜o, o tempo me´dio global de aprisionamento e a eficieˆncia
global do aprisionamento. Ale´m destas grandezas, tambe´m os espectros detectados
frontal e lateralmente e as distribuic¸o˜es espaciais das va´rias gerac¸o˜es de espe´cies
excitadas foram estimadas. Todos estes paraˆmetros foram obtidos sob condic¸o˜es de
redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias, pelo que um evento de absorc¸a˜o/reemissa˜o
e´ considerado totalmente independente do anterior. Verificou-se que o tempo me´dio
de aprisionamento no interior de uma ce´lula aumenta significativamente com o au-
mento da opacidade da ce´lula. Conclui-se tambe´m que o aumento desta grandeza
contribui, ainda, para uma diminuic¸a˜o do rendimento global de emissa˜o, como con-
sequeˆncia do aprisionamento mais eficiente a´ı sentido, desde que a desactivac¸a˜o na˜o
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radiativa seja poss´ıvel. Caso contra´rio, o rendimento global de reemissa˜o e´ sempre
unita´rio. Dois objectivos principais foram atingidos: primeiro, estabeleceram-se as
tendeˆncias de comportamento esperado para um ga´s de uma espe´cie radiante, sob
condic¸o˜es de aprisionamento da radiac¸a˜o emitida e, segundo, obteve-se o grau de
sensibilidade necessa´ria para optimizar a utilizac¸a˜o de cada um dos me´todos com-
putacionais utilizados para o efeito.
O aprisionamento em ce´lulas tridimensionais foi de seguida estudado e as mesmas
grandezas ja´ referidas estimadas. Verificou-se que as tendeˆncias para o rendimento
global de emissa˜o e tempo me´dio de aprisionamento efectivo se manteˆm, com o pri-
meiro a diminuir e o segundo a aumentar, com o aumento das dimenso˜es o´pticas das
ce´lulas. Os espectros detectados manifestam o feno´meno de auto-inversa˜o do centro
de linha, em diferentes graus, conforme a posic¸a˜o e o local da detecc¸a˜o e o tipo de
excitac¸a˜o externa. Os espectros detectados lateralmente, a meio da ce´lula cil´ındrica
na direcc¸a˜o longitudinal, apresentam uma inversa˜o de linha bastante pronunciada,
enquanto que os detectados frontalmente, junto do topo onde e´ feita a excitac¸a˜o na˜o
manifestam ta˜o marcadamente este feno´meno, quando a excitac¸a˜o prima´ria provo-
cada e´ homoge´nea: No caso de fotoexcitac¸a˜o, as concluso˜es sa˜o as mesmas, com a
ressalva de que o feno´meno de inversa˜o de centro de linha praticamente na˜o cor-
responde a uma inversa˜o no sentido literal da palavra, mas sim ao atingir de uma
plataforma, ou seja, o pico correspondente ao centro de linha na˜o existe, mas tambe´m
na˜o corresponde a uma inversa˜o, apenas a um patamar aproximadamente constante.
A distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas de gerac¸o˜es consecutivas traduz fiel-
mente o espraiamento da radiac¸a˜o atrave´s da ce´lula. Verifica-se aqui, graficamente,
a existeˆncia do modo invariante, correspondente ao modo fundamental de Holstein,
quando a distribuic¸a˜o espacial das espe´cies excitadas na˜o se altera com a evoluc¸a˜o do
tempo. Este modo, que corresponde a um decaimento monoexponencial, e´ tambe´m
posto em evideˆncia na ana´lise do decaimento de intensidade detectado.
Os paraˆmetros de entrada adimensionais foram substitu´ıdos por paraˆmetros reais
e o feno´meno de aprisionamento foi simulado para ce´lulas realistas, em particular
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ce´lulas que mimetizam o ambiente das laˆmpadas fluorescentes, em que a espe´cie ra-
diante e´ o mercu´rio e, por vezes, esta´ acompanhada do ga´s inerte a´rgon. Foi tomada
em considerac¸a˜o a constituic¸a˜o isoto´pica e hiperfina das duas linhas principais do
mercu´rio para a produc¸a˜o ultravioleta das laˆmpadas fluorescentes. Foi feita a compa-
rac¸a˜o das simulac¸o˜es com resultados experimentais existentes na literatura e va´rias
concluso˜es foram alcanc¸adas. No aprisionamento foto´nico da linha de 254 nm do
mercu´rio, correspondente ao decaimento para o estado fundamental do estado 63P1,
cujo tempo me´dio de vida intr´ınseco e´ cerca de 120 ns, as condic¸o˜es f´ısicas verifica-
das sa˜o de redistribuic¸a˜o completa em frequeˆncias. Para este, foi simulado o tempo
me´dio efectivo de aprisionamento, tendo em considerac¸a˜o a estrutura isoto´pica e
hiperfina do mercu´rio para esta linha, e os resultados apresentam uma concordaˆncia
excelente com os experimentais. O algoritmo de ca´lculo, baseado na representac¸a˜o
de difusa˜o mu´ltipla, e´ assim validado para estas condic¸o˜es. A utilizac¸a˜o do perfil
espectral de Voigt, considerando a estrutura isoto´pica e hiperfina, verifica-se ser uma
melhor abordagem ao feno´meno de aprisionamento nesta linha, por comparac¸a˜o com
a aproximac¸a˜o proposta por Walsh.
O estado 61P1 do mercu´rio tem um tempo me´dio de vida intr´ınseco pequeno (1,3
ns), o que implica condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o apenas parcial em frequeˆncias. Foi
feita a simulac¸a˜o de ce´lulas experimentais onde a condic¸a˜o de PFR era obedecida.
Para cada simulac¸a˜o foi determinado o peso relativo das func¸o˜es RII e RIII e feita
a utilizac¸a˜o ponderada das duas. Os resultados da taxa de decaimento do modo
fundamental mostram uma concordaˆncia extremamente boa, para as ce´lulas sem
ga´s inerte, e um pouco menos boa, para as ce´lulas onde existia a´rgon. Supo˜e-se que
um dos factores que pode ter influeˆncia neste aspecto seja o coeficiente de extinc¸a˜o
colisional entre espe´cies de mercu´rio e de a´rgon. Uma discrepaˆncia neste valor pode
ser a causa do pequeno desfasamento dos valores da taxa de decaimento do modo
fundamental, para as ce´lulas com mistura de substaˆncias.
A considerac¸a˜o da redistribuic¸a˜o parcial em frequeˆncias provou ser fundamental,
para a correcta descric¸a˜o do feno´meno de aprisionamento. Foi feita a comparac¸a˜o
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de βfund sob condic¸o˜es de PFR e de CFR, verificando-se que, no u´ltimo caso, os
resultados simulacionais e experimentais estavam em profundo desacordo, ao ponto
de nem mesmo a tendeˆncia correcta estar contemplada. Isto manifestou-se quer para
os casos em que na ce´lula so´ existia mercu´rio, assim como naqueles em que existia
a´rgon, ale´m do mercu´rio. As diferenc¸as relativas em βfund quando se considerou
CFR e PFR chegaram a ultrapassar os 400%. Provou-se assim a importaˆncia fulcral
da considerac¸a˜o de memo´ria parcial de eventos passados, no aprisionamento foto´nico
na linha de 185 nm do mercu´rio.
Outro factor fundamental para a correcta simulac¸a˜o dessa linha do mercu´rio e´
a considerac¸a˜o da estrutura isoto´pica e hiperfina. Sem isto, o aprisionamento e´
considerado mais eficiente do que na realidade se verifica ser. O facto do coeficiente
de absorc¸a˜o para os centros de linha dos diversos componentes ser menor do que
para um u´nico componente, provoca a diminuic¸a˜o da eficieˆncia do aprisionamento no
interior da ce´lula e, concomitantemente, o aumento da taxa de decaimento do modo
fundamental. Provou-se que os resultados na˜o coincidem com os experimentais, caso
a estrutura isoto´pica e hiperfina desta linha seja ignorada.
De seguida foi feito o enquadramento do feno´meno de aprisionamento radiativo
no aˆmbito dos feno´menos difusivos. Foi evidenciado o cara´cter de difusa˜o ano´mala,
nomeadamente de superdifusa˜o, que este feno´meno, em certas condic¸o˜es espectrais,
manifesta. Assim, foi evidenciado o cara´cter superdifusivo, de voo de Le´vy, que o
aprisionamento sob condic¸o˜es de CFR com distribuic¸o˜es espectrais de Doppler, Lo-
rentz ou Voigt demonstra. Este cara´cter ficou patente nas tendeˆncias assimpto´ticas
demonstradas quer pela distribuic¸a˜o de tamanho de saltos, p(r), quer pela func¸a˜o
distribuic¸a˜o de opacidades de linha, H(k). Para as ce´lulas onde PFR se manifesta,
tornou-se evidente a dualidade do cara´cter difusivo. Assim, quando as condic¸o˜es f´ısi-
cas correspondem a` func¸a˜o RIII , o espraiamento da radiac¸a˜o na ce´lula e´ claramente
mais ra´pido que a difusa˜o normal Browniana e pode ser descrito pela estat´ıstica de
um voo de Le´vy, sendo classificado de superdifusivo. No caso da func¸a˜o adequada ser
RII , a classificac¸a˜o na˜o e´ ta˜o clara assim. Os foto˜es de centro de linha, que percorrem
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distaˆncias menores antes de serem reabsorvidos, apresentam um comportamento su-
perdifusivo. No entanto, este falha, para regio˜es espectrais e de tamanhos de saltos
superiores. Os foto˜es das asas da distribuic¸a˜o, que teˆm tendeˆncia a percorrerem
distaˆncias superiores antes de sofrerem reabsorc¸a˜o, ja´ na˜o manifestam esse cara´c-
ter superdifusivo, mas antes apresentam um movimento de difusa˜o normal. Para
circunstaˆncias realistas de aprisionamento radiativo, com func¸a˜o de redistribuic¸a˜o
RII , conclui-se que a migrac¸a˜o radiativa pode ser considerada praticamente difusiva,
mesmo para a regia˜o espectral de centro de linha.
A tendeˆncia assimpto´tica para a distribuic¸a˜o de tamanho de saltos ou distribuic¸a˜o
de opacidades de linha evidencia o cara´cter superdifusivo da migrac¸a˜o foto´nica e
manifesta-se mais cedo ou mais tarde, conforme o paraˆmetro de Voigt da distribuic¸a˜o
espectral em causa. Quanto maior esse for, ou seja, quanto maior contribuic¸a˜o
Lorentziana esta tiver, mais cedo (frequeˆncias mais pro´ximas do centro de linha) se
evidencia esse cara´cter. Do mesmo modo, para a distribuic¸a˜o RII , quanto maior
o paraˆmetro de Voigt, a frequeˆncias mais pro´ximas do centro de linha se quebra o
cara´cter superdifusivo.
Verificou-se que, quando se considera a func¸a˜o de redistribuic¸a˜o como a me´dia,
ponderada pela probabilidade de existirem coliso˜es que quebram a correlac¸a˜o entre
as frequeˆncias de absorc¸a˜o e reemissa˜o, independentemente da proporc¸a˜o entre RII e
RIII , o cara´cter migrato´rio da radiac¸a˜o e´ claramente superdifusivo e igual ao de RIII .
Um dos passos que seria importante para a prossecuc¸a˜o desta linha de inves-
tigac¸a˜o prende-se com o acoplamento da cine´tica de plasmas a` cine´tica foto´nica.
Neste aˆmbito, a considerac¸a˜o das interacc¸o˜es electromagne´ticas entre as va´rias espe´-
cies carregadas, responsa´veis por efeitos colectivos, devido ao seu longo alcance, da
difusa˜o das diferentes part´ıculas existentes no plasma (electro˜es, io˜es e a´tomos) e
da conduc¸a˜o te´rmica, entre outros efeitos, juntamente com o transporte radiativo
torna-se bastante relevante. Este estudo e´ importante, no sentido de aproximar da
realidade f´ısica o estudo do aprisionamento em condic¸o˜es correspondentes a`s das
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laˆmpadas fluorescentes.
O aprisionamento radiativo e´, como ja´ mencionado anteriormente, um tema am-
plamente estudado. Este trabalho em particular insere-se numa tendeˆncia de tratar
este assunto com uma inflexa˜o menos centrada nas aproximac¸o˜es anal´ıticas, que
pautaram grande parte dos trabalhos na a´rea, e mais marcada pela descric¸a˜o menos
aproximada do feno´meno, recorrendo em maior escala a tempo e capacidade de ca´l-
culo das ma´quinas computacionais. Assim, pretendeu-se dar uma contribuic¸a˜o na
modelizac¸a˜o do feno´meno em condic¸o˜es f´ısicas (geometrias, densidade, temperatura
e condic¸o˜es de redistribuic¸a˜o) realistas, sem o recurso exacerbado a aproximac¸o˜es
anal´ıticas a`s descric¸o˜es teo´ricas que traduzem o feno´meno.
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